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中文摘要
本篇文章首先回顾了椭圆曲线相关理论,给出了其群结构和自同态环的清晰

刻画,并基于此复现了有限域上椭圆曲线的有理点估计定理, Hasse定理. 文章进
而提供了基于有限平面中的直线族设计的线性码和基于椭圆曲线族的线性码的
建构过程和基本性质的分析. 我们进一步地通过数值计算研究了基于椭圆曲线族
的线性码,特别研究了两类情形: 包含素数个元素的有限域 𝔽𝑝 和特征为 2的有限
域 𝔽2𝑠 . 我们给出了关于基于 𝔽𝑝 设计的关联矩阵的秩,基于 𝔽2𝑠 设计的关联矩阵的
秩和对应线性码 𝒞2𝑠 的最小距离的猜想.

关键词：椭圆曲线；线性码；有限域；有限平面
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ABSTRACT

In this thesis, we first review some fundamental theory on elliptic curves, especially
on the group structure and their endomorphism rings. Based on these works, we show the
estimation theorem of the number of rational points on elliptic curves over finite fields,
so-called Hasse’s theorem. In addition to this, we study two kinds of linear codes, which
are based on finite planes and families of lines or elliptic curves, respectively. Some
basic analysis is also provided. Furthermore, we propose a series of conjectures about
linear codes constructed by elliptic curves over finite fields 𝔽𝑝 and 𝔽2𝑠 through intensive
numerical computation. They cover the rank of parity-check matrices, and the minimum
distance of these codes.

Keywords: elliptic curves; linear codes; finite fields; finite planes
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主要符号对照表
[𝑛, 𝑘, 𝑑; 𝑞]码 一个码长为 𝑛,维数是 𝑘,最小距离是 𝑑 的 𝑞进制线性码
𝔸2(𝑘) 域 𝑘上的仿射平面
𝔽𝑞 元素个数为 𝑞的有限域
𝔽 𝑛

𝑞 有限域 𝔽𝑞 上的 𝑛维线性空间
ℙ2(𝑘) 域 𝑘上的射影平面
ℤ/𝑛 商群 ℤ/𝑛ℤ,或记作 ℤ/(𝑛)
card𝐴 集合 𝐴的势
𝒞𝑞 由 𝔽𝑞 上椭圆曲线构造的线性码
char 𝑘 域 𝑘的特征
Div(𝐶) 光滑曲线 𝐶 的除子群
End(𝐶) 椭圆曲线 (𝐶, 𝑂)的自同态群
Gal(𝐿/𝐾) 域扩张 𝐿/𝐾 的 Galois群
GL(𝑛, 𝑘) 矩阵环𝑀𝑛(𝑘)中可逆矩阵全体在矩阵乘法运算下构成的环
Im𝜙 映射 𝜙的像
ker𝜙 映射 𝜙的核
LHS(1) 式 (1)的左手侧项
ord(𝑎) 群中元素 𝑎的周期
𝑘 域 𝑘的代数闭包
𝜙𝑞 有限域 𝔽𝑞 上椭圆曲线的 Frobenius映射
Pic(𝐶) 光滑曲线 𝐶 的 Picard群
𝜌(𝐴) 矩阵 𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝔽2)作为 𝔽2上矩阵的秩
RHS(1) 式 (1)的右手侧项
𝐴(𝑖, 𝑗) 矩阵 𝐴的第 𝑖行第 𝑗 列元素
𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 第 𝑖行第 𝑗 列元素是 𝑎𝑖𝑗 的 𝑚 × 𝑛矩阵 𝐴
𝐴𝑇 矩阵 𝐴的转置
𝑐 = (𝑐𝑖)1⩽𝑖⩽𝑛 向量 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛)
𝑑(𝒞) 码 𝒞 的最小距离
𝐻𝑞 由 𝔽𝑞 上椭圆曲线构造的 𝔽2矩阵
𝑖(𝑃 ; 𝐶, 𝐷) 光滑曲线 𝐶, 𝐷在 𝑃 点的相交重数
𝐼𝑛 尺寸为 𝑛阶的单位阵
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𝑘(𝐶) 光滑曲线 𝐶 在 𝑘上的函数域
𝑘[𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛]𝑑 域 𝑘上的 𝑛元多项式环中次数为 𝑑 的全体多项式构成的集合
𝑘[𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛] 域 𝑘上的 𝑛元多项式环
𝑘∗ 域 𝑘的乘法群
𝐿𝑃 (𝐶) 光滑曲线 𝐶 在 𝑃 点的切线
𝑀(𝐴) 矩阵 𝐴的行数
𝑀𝑛(𝑅) 交换环 𝑅上的 𝑛 × 𝑛矩阵全体
𝑀𝑚×𝑛(𝑅) 交换环 𝑅上的 𝑚 × 𝑛矩阵全体
𝑁(𝐴) 矩阵 𝐴的列数
𝑤(x) 码字 x的重量
𝑤𝑐(𝐴; 𝑗) 矩阵 𝐴的第 𝑗 列列重
𝑤𝑟(𝐴; 𝑖) 矩阵 𝐴的第 𝑖行行重
𝑍𝐹 (𝑘) 射影平面 ℙ2(𝑘)中齐次多项式 𝐹 的零点集
𝑍𝑓 (𝑘) 仿射平面 𝔸2(𝑘)中多项式 𝑓 的零点集
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第 1章 研究简介
代数曲线是一门研究射影空间中齐次多项式零点,或仿射平面中多项式零点

构成的集合的学科 [1-2]. 它在编码理论中也有很多的应用,比如由一条特定代数
曲线构造的 Goppa码,和射影曲线

𝑦𝑝 − 𝑦 = 𝑎𝑥 + 1
𝑥

上有理点个数相关的 Melas 码和 Zetterberg 码, 其中 𝑝 是一个素数. 关于以上码
的具体定义和相关性质, 读者可以参考 [3]. 此外, 还有和超奇异椭圆曲线相关的
Reed-Muller码,关于这类码的性质,读者可以参考 [4];关于上述关系,读者可以参
考 [5].
我们由此进而考查一类由有限域上的代数曲线族通过构造关联矩阵 (inci-

dence matrix)并将关联矩阵作为校验矩阵 (parity-check matrix)给出的线性码.
现今人们设计的这类线性码主要包括: 通过有限域上的直线族或一般 𝑡维超

平面族构造的码和通过有限域上的椭圆曲线族构造的码. 这类码的构造方式陈述
如下. 考查仿射空间或射影空间上的全体点和一些特定的代数曲线族, 而后在一
定的限制下给出点和所取代数曲线族之间的关联矩阵,并由此作为校验矩阵得到
一个线性码. 注意到这类码的校验矩阵从构造角度而言并不复杂,但其代数特征,
如秩,对应码的最小距离等并不易获得. 这样的码由此获得了大家的普遍关注.
我们举直线族或超平面族得到的码为例, [6-7] 研究了有限域 𝔽𝑞 的射影平面

ℙ2 (𝔽𝑞)上 1维直线和点形成的关联矩阵的秩, [7]还给出了由这类关联矩阵作为校
验矩阵得到的码的最小距离. 更进一步地, [8-9]分别给出了一般射影空间 ℙ𝑑 (𝔽𝑞)
中 𝑑 − 1维超平面族和点形成的关联矩阵的秩. 特别地, [8]还给出了在有限域 𝔽𝑞

中 𝑞 是一个素数的情况下,一般的射影空间 ℙ𝑑 (𝔽𝑝)中 𝑡(1 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑑)维超平面和点
形成的关联矩阵的秩. 在这一问题上的集大成者是 [10],这篇文章得到了任意有限
域 𝔽𝑞 上的射影空间 ℙ𝑑 (𝔽𝑞)中 𝑡(1 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑑)维超平面和点形成的关联矩阵的秩.
相对应地,我们只需要在对应的射影空间上去掉原点和所有过原点的对应曲

线或平面就能获得仿射空间中此类关联矩阵. 对这类关联矩阵的研究始于 [8],这
篇文章给出了有限域 𝔽𝑞 上 𝑑 + 1维仿射空间 𝔸𝑑+1 (𝔽𝑞)中 𝑑 维超平面和点形成的
关联矩阵的秩. 进一步地, [10]给出了绝大多数一般有限域 𝔽𝑞 上 𝑑 + 1维仿射空间
𝔸𝑑+1 (𝔽𝑞)中 𝑡(1 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑑)维超平面和点形成的关联矩阵的秩. 而 [11]完全回答了

1



这一问题.
通过椭圆曲线族建构码的想法来源于 [12],这篇文章给出了通过选取有限平

面上特定的椭圆曲线族和所有点在椭圆曲线取逆意义下形成的等价类之间的关
系,构造了一类关联矩阵,并以此作为校验矩阵定义了一类线性码. 这篇文章同时
给出了关于这类码的校验矩阵的尺寸,围长和密度等基本性质的分析.
我们的研究将以这篇文章中建构的线性码为基础,将对这类码的校验矩阵的

秩和这类码的最小距离进行深入分析. 我们的研究注意到, 基于 𝔽𝑝(𝑝 是一个素
数)的仿射平面 𝔸2 (𝔽𝑝)上的椭圆曲线设计的关联矩阵应当是一个列满秩矩阵 (除
𝑝 = 3). 而基于特征为 2的有限域 𝔽2𝑠 的仿射平面 𝔸2 (𝔽2𝑠)上的椭圆曲线设计的关
联矩阵的秩应当是 3𝑠 − 1. 以此为校验矩阵设计的线性码的最小距离应当是 2𝑠 + 2
(除 𝑠 = 1, 2). 我们进行了大量的数值计算和相关程序设计,提出了上述猜想.
我们的文章中对椭圆曲线上群结构中结合律的证明避免了一般教材中对

Cayley-Bacharach 定理的错误使用. 此外, 文章还结合 [13-14] 提出利用分块循
环矩阵的方法证明有限域 𝔽2𝑠 的仿射平面 𝔸2 (𝔽2𝑠)上直线族和点形成的关联矩阵
的秩,也值得读者关注.
文章分为 5个部分. 第二部分回顾了一般域上的椭圆曲线的群结构和自同态

环,并证明了有限域上椭圆曲线的有理点估计, Hasse定理. 第三部分提供了线性
码的基本知识和基于有限平面中的直线族设计的线性码的相关分析. 第四部分先
回顾了基于有限平面中的椭圆曲线族的线性码的建构过程和对关联矩阵的尺寸,
围长和密度等基本性质的分析. 最后基于数值计算结果,我们提出了关于 𝔽𝑝和 𝔽2𝑠

的情况下关联矩阵的秩和对应线性码最小距离的猜想. 第五部分陈述了相关结论.
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第 2章 椭圆曲线
设 𝑘是一个域.

2.1 椭圆曲线的基本结构
2.1.1 仿射平面,射影平面和代数曲线
我们在下文中关于仿射平面和射影平面中的讨论将遵循 [15-16].
定义 𝑘上的仿射平面 𝔸2(𝑘)为

𝔸2(𝑘) ∶= {(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑘2} .

给定 𝑘3 ⧵ {(0, 0, 0)} 上的点的一个等价关系: (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∼ (𝑥′
1, 𝑥′

2, 𝑥′
3) 如果存在

𝜆 ∈ 𝑘∗ 使得 (𝑥′
1, 𝑥′

2, 𝑥′
3) = 𝜆(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). 记点 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)在这个等价关系下所在的

等价类为 [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3],则 𝑘上的射影平面 ℙ2(𝑘)定义为:

ℙ2(𝑘) ∶= {[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]|(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑘3 ⧵ {(0, 0, 0}} .

我们称 [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]是 ℙ2(𝑘)中对应点的齐次坐标.
考查仿射平面到射影平面的嵌入 𝜄𝑖 ∶ 𝔸2(𝑘) → ℙ2(𝑘)(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 3), 其中

𝜄1(𝑦1, 𝑦2) = [1, 𝑦1, 𝑦2], 𝜄2(𝑦1, 𝑦2) = [𝑦1, 1, 𝑦2], 𝜄3(𝑦1, 𝑦2) = [1, 𝑦1, 𝑦2]. 定义
𝑈𝑖 = {[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] ∈ ℙ2(𝑘)|𝑥𝑖 ≠ 0}, 𝐻𝑖 = {[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] ∈ ℙ2(𝑘)|𝑥𝑖 = 0}(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 3).

注意到 𝜄𝑖是从 𝔸2(𝑘)到 𝑈𝑖的双射, ⋃3
𝑖=1 𝑈𝑖 = ℙ2(𝑘),因此每个 ℙ2(𝑘)上的点都可以

通过 {(𝔸2(𝑘), 𝜄𝑖)}1⩽𝑖⩽3给出一个仿射局部坐标.
另外, 我们再考查 ℙ2(𝑘) 上的射影变换, 即 GL(3, 𝑘) 在 ℙ2(𝑘) 上的作用. 任

取点 [𝑥, 𝑦, 𝑧] ∈ ℙ2(𝑘) 和 𝛷 ∈ GL(3, 𝑘), 记 (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) = 𝛷(𝑥, 𝑦, 𝑧), 则我们称 𝛷 作
用在点 [𝑥, 𝑦, 𝑧] 上得到点 [𝑥′, 𝑦′, 𝑧′]. 易见这个作用是良好定义的, 而且 GL(3, 𝑘)
在 ℙ2(𝑘) 上的作用是可迁的, 因为 GL(3, 𝑘) 在 𝑘3 ⧵ {(0, 0, 0)} 上的作用是可迁的.
因此固定某个 [𝑥0, 𝑦0, 𝑧0] ∈ ℙ2(𝑘) 时, 我们都可以选取某个 𝛷 ∈ GL(3, 𝑘) 使得
𝛷[𝑥0, 𝑦0, 𝑧0] = [0, 0, 1],那么我们由此可以给出 𝔸2(𝑘)到 ℙ2(𝑘)的另一个嵌入 𝜄 ∶=
𝛷−1 ∘ 𝜄3 ∶ 𝔸2(𝑘) → ℙ2(𝑘). 注意到 𝜄(0, 0) = [𝑥0, 𝑦0, 𝑧0].
我们称 𝐶 是 𝑘上的一条 𝑑 次 (代数平面射影)曲线 (𝑑 ∈ ℕ),如果存在 𝑑 次齐
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次多项式 𝐹 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦, 𝑧]𝑑 使得
{[𝑥, 𝑦, 𝑧] ∈ ℙ2(𝑘)|𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0} =∶ 𝑍𝐹 (𝑘) = 𝐶.

注意到由于 𝐹 是一个齐次多项式, 𝑍𝐹 (𝑘)在 ℙ2(𝑘)上总是良定义的. 1次平面曲线
可以简称直线. 我们称 𝐶′是 𝑘上的一条 (平面)仿射曲线,如果存在 𝐹 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦, 𝑧]𝑑

使得
𝐶′ = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝔸2(𝑘)|𝐹 (𝜄3(𝑥, 𝑦)) = 0}.

在上下文不引发歧义时,我们有时也称仿射曲线为曲线.
设 𝐶 = 𝑍𝐹 (𝑘)是 𝑘上的一条平面曲线. 点 [𝑥0, 𝑦0, 𝑧0] ∈ 𝐶 ,我们称点 [𝑥0, 𝑦0, 𝑧0]

是非奇异点,如果
∂𝐹
∂𝑥 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), ∂𝐹

∂𝑦 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), ∂𝐹
∂𝑧 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

在 𝑘中不全为 0. 否则称 [𝑥0, 𝑦0, 𝑧0]是一个奇点. 我们称 𝐶 = 𝑍𝐹 (𝑘)是非奇异的
(或光滑的),如果 𝑍𝐹 (𝑘)上每个点都是非奇异的,否则称为奇异的,其中 𝑘是 𝑘的
代数闭包. 如果 𝑃 ∈ 𝐶 = 𝑍𝐹 (𝑘)是一个非奇异点,定义多项式

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∂𝐹
∂𝑥 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑥 + ∂𝐹

∂𝑦 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑦 + ∂𝐹
∂𝑧 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑧 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦, 𝑧]1

在 ℙ2(𝑘)中的零点集 𝑍𝐺(𝑘)为 𝐶 的切线,记作 𝐿𝑃 (𝐶).

2.1.2 椭圆曲线的定义
通过Weierstrass标准型的定义 一个简单的定义椭圆曲线的方案来自 [16]42:
定义 2.1： 在 ℙ2(𝑘)中形如

𝑦2𝑧 + 𝑎1𝑥𝑦𝑧 + 𝑎3𝑦𝑧 = 𝑥3 + 𝑎2𝑥2𝑧 + 𝑎4𝑥𝑧2 + 𝑎6𝑧3

的一条非奇异三次曲线称作椭圆曲线.
事实上, 满足一定条件的 ℙ2(𝑘)上的非奇异三次曲线都能够转化成为这种标

准形式,我们将在2.1.3中讨论这一过程.

通过曲线亏格的定义 一种使用更多代数几何语言的定义方式来自 [17]59. 这则
定义直接将椭圆曲线和它的群结构联系起来,我们将在2.1.4中详细讨论椭圆曲线
上的群结构. 在表述这个定义之前,我们需要先引用曲线形式的 Riemann-Roch定
理,关于下文内容,读者可以参考 [15]章 1或 [17]章 1-2.
设 𝐶 是一条光滑曲线,记 𝑘(𝐶)是 𝑘上曲线 𝐶 的函数域, Div(𝐶)是 𝐶 的除子
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群. 每个除子 𝐷 ∈ Div(𝐶)都可以写作形式和
𝐷 = ∑

𝑃 ∈𝐶
𝑛𝑃 𝑃 ,

其中 𝑛𝑃 ∈ ℤ而且只有有限多个 𝑛𝑃 非零. 我们称

∑
𝑃 ∈𝐶

𝑛𝑃

为 𝐷的度,记作 deg𝐷.
设 𝑃 ∈ 𝐶 是一个非奇异点, 𝑘[𝐶]𝑃 是曲线 𝐶 在 𝑃 点的局部环, 𝔪𝑃 是 𝑘[𝐶]𝑃

的极大理想. 定义 𝑘[𝐶]𝑃 上的赋值映射 𝑣𝑃 ∶ 𝑘[𝐶]𝑃 → ℕ0 ∪ {∞}为
𝑣𝑃 (𝑓 ) = sup{𝑑 ∈ ℤ|𝑓 ∈ 𝔪𝑑

𝑃 },

并通过 𝑣𝑃 (
𝑓
𝑔 ) = 𝑣𝑃 (𝑓 ) − 𝑣𝑃 (𝑔)延拓至 𝑘(𝐶)上. 我们称

∑
𝑃 ∈𝐶

𝑣𝑃 (𝑓 )𝑃

为 𝑓 的除子, 记作 (𝑓 ). 注意到对于每个 𝑓 , 只有有限多个 𝑣𝑝(𝑓 ) 取值不为 0, 所
以它是良好定义的. 我们称一个除子 𝐷 ∈ Div(𝐶) 是一个主除子, 如果存在某个
𝑓 ∈ 𝑘(𝐶)∗使得 (𝑓 ) = 𝐷.
我们称两个除子𝐷1, 𝐷2 ∈ Div(𝐶)是线性相关的,如果𝐷1 − 𝐷2是一个主除子.

不难验证这是一个等价关系. 称除子群 Div(𝐶)在这个等价关系下的商群为 Picard
群 (或除子类群),记作 Pic(𝐶).
一种直接给出典范除子定义的方案来自于 [17]31. 设 𝑡 是 𝑘(𝐶) 在 𝑃 点的一

致化元 (uniformizer),则对于任意 𝐶 上的非零微分形式 𝜔,都存在唯一的一个函数
𝑔 ∈ 𝑘(𝐶)使得 𝜔 = 𝑔𝑑𝑡,记 𝜔

𝑑𝑡 ∶= 𝑔. 我们称 𝑣𝑃 (
𝜔
𝑑𝑡)是 𝜔在 𝑃 点的阶,记作 𝑣𝑃 (𝜔).

对于每个非零的微分形式 𝜔,至多有有限个点 𝑃 ∈ 𝐶 使得 𝑣𝑃 (𝜔) ≠ 0. 定义 𝜔对应
的除子 (𝜔) ∈ Div(𝐶)为

(𝜔) ∶= ∑
𝑃 ∈𝐶

𝑣𝑃 (𝜔)𝑃 .

我们称一个除子 𝐷是一个典范除子 (canonical divisor),如果存在某个微分形式 𝜔
使得 𝐷和 (𝜔)在 Pic(𝐶)中对应同一个元素. 详细的讨论请参考 [17]31.
另一种定义典范除子的方式来源于 [15]295, 需要使用更多的层论的语言. 考

查 𝐶 在 𝑘上的相对微分层 𝛺𝐶 ,由于 𝐶 是一条一维曲线,所以 𝛺𝐶 是 𝐶 上的可逆
层,因此等于 𝐶 上的典则层 𝜔𝐶 . 它对应的线性等价类中的每一个除子都称作一个
典范除子.
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我们称一个除子 ∑𝑃 ∈𝐶 𝑛𝑃 𝑃 = 𝐷 ∈ Div(𝐶) 是一个有效除子, 如果对每个
𝑃 ∈ 𝐶 都有 𝑛𝑃 ⩾ 0. 我们记ℒ(𝐷)是

ℒ(𝐷) ∶= {𝑓 ∈ 𝑘(𝐶)∗|(𝑓 ) + 𝐷是有效除子} ∪ {0}.

已知 ℒ(𝐷) 是一个有限维 𝑘-线性空间, 关于此事实的证明请参考 [15]122. 记
dimℒ(𝐷) = 𝑙(𝐷),我们有 Riemann-Roch定理.
定理 2.1 (Riemann-Roch)： 设 𝐶 是一条光滑曲线, 𝐾 是 𝐶 上的一个典范除子,那
么,存在一个整数 𝑔 ⩾ 0使得每个在 𝐶 的除子群 Div(𝐶)中的元素 𝐷 ∈ Div(𝐶)都
有

𝑙(𝐷) − 𝑙(𝐾 − 𝐷) = deg𝐷 − 𝑔 + 1.

其中 𝑔称作 𝐶 的亏格.
证明： 请参考 [15]295-296. □
在 Riemann-Roch定理的保障下,我们这样定义椭圆曲线:

定义 2.2： 设 𝐶 是 𝑘 上的一条亏格为 1 的非奇异曲线, 𝑂 ∈ 𝐶 , 我们就称序对
(𝐶, 𝑂)是 𝑘上的一条椭圆曲线.

2.1.3 Weierstrass标准形式
我们这节讨论定义2.1的合理性,也即建立满足一定条件的 ℙ2(𝑘)上非奇异三

次曲线的Weierstrass标准形式.
我们先给出曲线和直线相交重数的概念.
设 𝐶 = 𝑍𝐹 (𝑘)是 𝑘上的一条曲线, 𝐿 = 𝑍𝐺(𝑘)是一条直线, 𝐹 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦, 𝑧]𝑑 , 𝐺 ∈

𝑘[𝑥, 𝑦, 𝑧]1,设 𝑃 = [𝑥0, 𝑦0, 𝑧0] ∈ 𝐶 ∩ 𝐿. 选取嵌入 𝜄 ∶ 𝔸2(𝑘) → ℙ2(𝑘)使得 𝜄(0, 0) =
[𝑥0, 𝑦0, 𝑧0]. 记 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝜄(𝑥, 𝑦)), 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝐺(𝜄(𝑥, 𝑦)). 注意到此时 𝑓, 𝑔未必再是齐
次多项式,因此考查齐次分解 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓0(𝑥, 𝑦) + 𝑓1(𝑥, 𝑦) + ⋯ + 𝑓𝑑(𝑥, 𝑦), 𝑔(𝑥, 𝑦) =
𝑔0(𝑥, 𝑦) + 𝑔1(𝑥, 𝑦), 其中 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑔𝑖(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦]𝑖(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑑). 但显然有 𝑓(0, 0) =
𝑔(0, 0) = 0,所以 𝑓0(𝑥, 𝑦) = 𝑔0(𝑥, 𝑦) = 0.
记 𝑔1(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦, 其中 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑘 且不全为 0, 则 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0 的零点集

𝑍𝑔(𝑘) ⊂ 𝔸2有参数表示 𝜙 ∶ 𝑘 → 𝑍𝑔(𝑘)

𝜙(𝑡) =
[

−𝑏𝑡
𝑎𝑡 ]

.
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从而考查

𝑓(𝜙(𝑡)) =
𝑑

∑
𝑖=1

𝑓𝑖(−𝑏𝑡, 𝑎𝑡) =
𝑑

∑
𝑖=1

𝑡𝑖𝑓𝑖(−𝑏, 𝑎).

我们称 𝐶 和 𝐿在 𝑃 点的相交重数 𝑖(𝑃 ; 𝐶, 𝐿)为

𝑖(𝑃 ; 𝐶, 𝐿) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

min{𝑖 ∈ ℕ|1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑑, 𝑓𝑖(−𝑏, 𝑎) ≠ 0} if 𝑓(𝜙(𝑡)) ≠ 0

+∞ otherwise
.

为了方便,我们也说 𝑖(𝑃 ; 𝐶, 𝐿) = 0,如果 𝑃 ∉ 𝐶 ∩ 𝐿. 线性代数知识表明: 容易证明
𝑖(𝑃 ; 𝐶, 𝐿)和所选取的局部仿射坐标系无关.
我们称 𝐶 上的一个非奇异点 𝑃 是一个拐点,如果 𝑃 对 𝐶 的切线 𝐿𝑃 (𝐶)和 𝐶

在 𝑃 点的相交重数 𝑖(𝑃 ; 𝐶, 𝐿𝑃 (𝐶)) ⩾ 3.
事实上, 相交重数也有一个使用更多代数几何语言的定义方式. 我们不对

此引入更多的预备知识, 这一部分的内容请参考 [18]章 11 和 [15]53. 考虑分层环
𝑆 = 𝑘[𝑥, 𝑦, 𝑧] = ⨁𝑑∈ℕ0

𝑆𝑑 , 其中 𝑆𝑑 = 𝑘[𝑥, 𝑦, 𝑧]𝑑 . 设 𝐶1, 𝐶2 是 ℙ2(𝑘)上的两条曲
线, 它们在 𝑆 中生成的理想分别记作 𝐼𝐶1 , 𝐼𝐶2 , 也即 𝐼𝐶𝑖 = {𝑓 ∈ 𝑆|𝑓|𝐶𝑖 = 0}. 设
𝑃 ∈ 𝐶1 ∩ 𝐶2, 𝔭是 𝑃 对应的 𝑆的齐次素理想. 设𝑀 是一个 𝑆-模,我们记 l𝔭(𝑀)是
𝑀𝔭在 𝑆𝔭中的 Krull长度. 定义 𝐶1, 𝐶2在 𝑃 ∈ 𝐶 点的相交重数 𝑖(𝑃 ; 𝐶1, 𝐶2)为

𝑖(𝑃 ; 𝐶1, 𝐶2) = l𝔭 (𝑆/(𝐼𝐶1 + 𝐼𝐶2)) .

我们来陈述本节主要命题.
命题 2.1： 设 𝑘 是一个域, char(𝑘) ≠ 2, 𝐶 = 𝑍𝐹 (𝑘) 是 𝑘 上的一条非奇异三次曲
线, [𝑥0, 𝑦0, 𝑧0]是 𝐶 的一个拐点,则存在一个射影变换 𝛷 ∈ GL(3, 𝑘)使得 𝑍𝐹 ∘𝛷−1 =
𝑍𝒲 ,其中𝒲 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦, 𝑧]3且形如
𝒲[𝑥, 𝑦, 𝑧] = 𝑦2𝑧+𝑎1𝑥𝑦𝑧+𝑎3𝑦𝑧2−𝑥3−𝑎2𝑥2𝑧−𝑎4𝑥𝑧2−𝑎6𝑧3, 𝑎𝑖 ∈ 𝑘(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 6). (2.1)

我们称形式
𝒲[𝑥, 𝑦, 𝑧] = 0

为Weierstrass标准型,如果𝒲[𝑥, 𝑦, 𝑧] ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦, 𝑧]3 且形如式(2.1). 相应地,我们称
𝑍𝒲 (𝑘)在 𝑈3中的限制给出的标准型

𝑦2 + 𝑎1𝑥𝑦 + 𝑎3𝑦 = 𝑥3 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎4𝑥 + 𝑎6 (2.2)

为仿射Weierstrass标准型. 在上下文语义清楚时,我们不做区分.
注释 2.1： Weierstrass标准型事实上对于特征为 2的域 𝑘也成立. 我们这里只是
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为了介绍射影变换证明的方法.

通过射影变换的证明 我们首先给出使用较少代数几何语言的证明.
证明： 考查 ℙ2(𝑘)上三次曲线一般形式

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2𝑦 + 𝑐𝑥𝑦2 + 𝑑𝑦3 + 𝑒𝑥2𝑧

+ 𝑓𝑥𝑦𝑧 + 𝑔𝑦2𝑧 + ℎ𝑥𝑧2 + 𝑖𝑦𝑧2 + 𝑗𝑧3 = 0.

证明分成以下几步.
Step 1 设 𝐶 的拐点是 𝑂 ∶= [0, 1, 0]. 否则考虑射影变换 𝛷1 ∈ GL(3, 𝑘) 使得

𝛷1[𝑥0, 𝑦0, 𝑧0] = [0, 1, 0]. 由于 𝑖(𝑃 , 𝐶, 𝐿𝑃 (𝐶)) 与所选局部仿射坐标系无关,
我们知道 [0, 1, 0]是 𝑍𝐹 ∘𝛷−1

1
的拐点. 因此有 𝑑 = 0. 同时注意到 [0, 1, 0]是一

个非奇异点,
∂𝐹
∂𝑥 (0, 1, 0) = 𝑐, ∂𝐹

∂𝑦 (0, 1, 0) = 0, ∂𝐹
∂𝑧 (0, 1, 0) = 𝑔,

所以有 𝑐 ≠ 0或 𝑔 ≠ 0. 这一步需要 char(𝑘) ≠ 2.
Step 2 我们进一步假设 𝐿𝑂(𝐶) = 𝐻3 = {[𝑥, 𝑦, 𝑧] ∈ ℙ2(𝑘)|𝑧 = 0}. 否则,假设 𝐿𝑂(𝐶)

对应的形式是 𝔏(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑐𝑥 + 𝑔𝑧 = 0. 根据线性代数, 找到矩阵 𝑀 =
(𝑚𝑖𝑗)2×2 ∈ GL(2, 𝑘)满足

𝑐𝑚11 + 𝑔𝑚21 = 0.

则考查 𝛷2 ∈ GL(3, 𝑘)使得

𝛷−1
2 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑚11 0 𝑚12

0 1 0
𝑚21 0 𝑚22

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

注意到 𝑍𝔏∘𝛷−1
2

= 𝐻3,而且 𝑍𝐹 ∘𝛷−1
1 ∘𝛷−1

2
以 [0, 1, 0]为拐点,切线即是𝐻3. 从而

我们总可以假设 𝑐 = 0, 𝑔 ≠ 0.
Step 3 注意到条件 𝑖(𝑂; 𝑍, 𝐹 ) ⩾ 3 给出 𝑏 = 0, 𝑍 ∤ 𝐹 , 其中 𝑍 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦, 𝑧]1, 定义

𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧. 特别地,有 𝑎 ≠ 0.
进一步考查 𝛷3 ∈ GL(3, 𝑘)使得

𝛷3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

− 𝑎
𝑔

− 𝑎
𝑔

1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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记 𝛷 = 𝛷3 ∘ 𝛷2 ∘ 𝛷1 ∈ GL(3, 𝑘),则有

𝐹 ∘ 𝛷(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑔3

𝑎2 (𝑦2𝑧 − 𝑥3) + (Other Terms).

我们即证明了所要的结论.
□

通过 Riemann-Roch定理的证明 详细的证明需要较多理论上的准备,囿于篇幅
所限,请参考 [17]61-62. 注意这个证明对于域 𝑘的特征没有限制.

Weierstrass简化标准型 在域特征 char 𝑘 ≠ 2的时候,考查坐标变换
𝑥′ = 𝑥, 𝑦′ = 𝑦 + 1

2(𝑎1 + 𝑎3),

式(2.2)可变化为
(𝑦′)2 = 𝑓(𝑥′) = (𝑥′)3 + 𝑎(𝑥′)2 + 𝑏𝑥′ + 𝑐, (2.3)

其中 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑘, 此时非奇异的条件是 𝑓(𝑥′)无重根, 即在 𝑘中判别式 𝛥 = 𝑎2𝑏2 −
𝑎3𝑐 − 𝑏3 ≠ 0. 在域特征 char 𝑘 ≠ 2, 3的时候,还可以进一步考虑变换

𝑥″ = 𝑥′ + 𝑎
3, 𝑦″ = 𝑦,

则式(2.3)可转化为
(𝑦″)2 = 𝑔(𝑥″) = (𝑥″)3 + 𝑑𝑥″ + 𝑒, (2.4)

其中 𝑑, 𝑒 ∈ 𝑘,此时非奇异的条件是在 𝑘中判别式 𝛥 = −16(4𝑑3 + 27𝑒2) ≠ 0.
我们下面来考虑 char 𝑘 = 3 时椭圆曲线的标准型. 此时标准型只能由

式(2.3)给出. 我们考虑以下两种情形.
Case 1 𝑎 ≠ 0. 此时可以考虑配方,通过取某个 𝑢 ∈ 𝑘使得在坐标变换 𝑥̂ = 𝑥′ + 𝑢, ̂𝑦 =

𝑦′下有形式
̂𝑦2 = 𝑥̂3 + ̂𝑎𝑥̂2 + ̂𝑐,

其中 ̂𝑎, ̂𝑐 ∈ 𝑘,此时非奇异的条件是 𝛥 = 2 ̂𝑎3 ̂𝑏 ≠ 0.
Case 2 𝑎 = 0. 此时即直接有形式

(𝑦′)2 = 𝑓(𝑥′) = (𝑥′)3 + 𝑏𝑥′ + 𝑐,

此时非奇异的条件是 𝛥 = 2𝑏3 ≠ 0.

9



我们最后来考虑 char 𝑘 = 2时的情况. 让我们回到式(2.2):

𝑦2 + 𝑎1𝑥𝑦 + 𝑎3𝑦 = 𝑥3 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎4𝑥 + 𝑎6.

Case 1 𝑎1 ≠ 0. 考查坐标变换

𝑥1 = 𝑎1𝑥 − 𝑎3
𝑎3

1
, 𝑦1 =

𝑎3
1𝑦 − 𝑎2

1𝑎4 − 𝑎2
3

𝑎6
1

时有
𝑦2

1 + 𝑥1𝑦1 = 𝑥3
1 + 𝑎𝑥2

1 + 𝑏.

注意到此时非奇异的条件是 𝛥 = 𝑏 ≠ 0.
Case 2 𝑎1 = 0. 考查坐标变换

𝑥1 = 𝑥 − 𝑎2, 𝑦1 = 𝑦

时有
𝑦2

1 + 𝑐𝑦1 = 𝑥3
1 + 𝑎𝑥 + 𝑏.

注意到此时非奇异的条件是 𝛥 = 𝑐2 ≠ 0.

2.1.4 椭圆曲线的群结构
我们在下文中统一记 𝑂 = [0, 1, 0] ∈ ℙ2(𝑘)是椭圆曲线 𝐶 ⊂ ℙ2(𝑘)的拐点.

椭圆曲线上的运算 为了表述椭圆曲线上的运算,我们先引入 Bézout定理.
定理 2.2 (Bézout)： 设 𝐶1, 𝐶2 是两条 ℙ2(𝑘) 上的曲线, 相交于有限多个点. 记
𝐶1 ∩ 𝐶2 = {𝑃1, ⋯ , 𝑃𝑠},则有

𝑠

∑
𝑗=1

𝑖(𝑃𝑗 ; 𝐶1, 𝐶2) = deg(𝐶1) deg(𝐶2).

证明： 关于曲线的次数 deg(𝐶𝑖)的定义和 Bézout定理的证明,请参考 [15]52-54. □
设 𝐶 是 𝑘上的一条椭圆曲线,任取 𝑃 , 𝑄 ∈ 𝐶 . 如果 𝑃 , 𝑄是相异的两点,取 𝐿

是过 𝑃 , 𝑄两点的直线;否则取 𝐿是在 𝑃 点曲线 𝐶 的切线. 我们以下都按这一方
法选取过两点的直线. 由 Bézout定理, 𝐿与 𝐶 交于另一点 𝑅. 设 𝐿′是过 𝑂, 𝑅两点
的直线,记 𝐿′和 𝐶 的另一个交点为 𝑃 + 𝑄,由此给出椭圆曲线上点的运算 (𝒜).

椭圆曲线上的群结构 注意到 (𝒜)显然满足交换律,而且对于任意 𝑃 ∈ 𝐶 ,过𝑂, 𝑃
做直线交 𝐶 于点 𝑄,则显然过 𝑂, 𝑄的直线交 𝐶 于点 𝑃 ,即说明 𝑂 是运算 (𝒜)的
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零元素. 进一步地,我们注意到上述 𝑃 , 𝑄所在的直线过 𝑂点,而 𝑂点又是 𝐶 的拐
点,所以过 𝑂, 𝑂的直线 (即 𝐶 在 𝑂的切线 𝑇𝑂(𝐶))交 𝐶 于点 𝑂,即说明 𝑄是 𝑃 关
于运算 (𝒜)的逆,由此证明了逆元素的存在性.
为了验证椭圆曲线关于这一运算形成一个 Abel群,我们只需验证 (𝒜)满足结

合律. 为此,我们先预备 Cayley-Bacharach定理.
定理 2.3 (Cayley-Bacharach)： 设 𝑘是一个代数闭域, 𝛾1 = 𝑍𝑓 (𝑘), 𝛾2 = 𝑍𝑔(𝑘)是
两条三次 (仿射)曲线,交在 9个不同的点 𝐴1, ⋯ , 𝐴9 ∈ 𝔸2(𝑘). 设 𝛾 = 𝑍ℎ(𝑘)也是一
条三次曲线,而且通过 {𝐴1, ⋯ , 𝐴9}中的 8个点,则 𝐻 可以写成 𝐹 , 𝐺的 𝑘-线性组
合,即存在 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑘满足

ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝜆𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜇𝑔(𝑥, 𝑦).

特别地, 𝛾 也通过剩下的那个点.
证明： 证明结合了 [19-20]. 记 𝒜 ∶= {𝐴1, ⋯ , 𝐴9},假设存在三次多项式 ℎ(𝑥, 𝑦) ∈
𝑘[𝑥, 𝑦]⩽3使得 𝛾 = 𝑍ℎ(𝑘) ⊂ 𝔸2(𝑘)通过𝒜′ ∶= {𝐴1, ⋯ , 𝐴8}但不能写成 𝑓, 𝑔的 𝑘-线
性组合. 注意到 𝑘是一个无限域,这保证了我们以下点的选取的合理性.
Step 1 观察到没有 4 个 𝒜 中的点共线. 否则, 设 𝐿1 ⊂ ℙ2(𝑘) 是一条直线, 而且

card(𝐿1 ∩ 𝒜) ⩾ 4. 而 deg𝐿1 deg 𝛾1 = deg𝐿1 deg 𝛾2 = 3, Bézout定理因此表明
𝐿1 ⊂ 𝛾1 ∩ 𝛾2,与 card(𝛾1 ∩ 𝛾2) = 9 < ∞矛盾. 同理可以证明没有 7个 𝒜中的
点在同一条二次曲线上.

Step 2 我们来说明 5 个 𝒜 中的点就可以确定唯一的一条二次曲线. 不妨设 𝐴𝑖 =
(𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 5在二次曲线 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0上,因此有线
性方程组

𝑥2
𝑖 𝑎 + 𝑥𝑖𝑦𝑖𝑏 + 𝑦2

𝑖 𝑐 + 𝑥𝑖𝑑 + 𝑦𝑖𝑒 + 𝑓 = 0 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 5).

这个线性方程组显然有解,符合要求的二次曲线存在. 假设 𝒬, 𝒬′ 是两条都
通过 𝐴1, ⋯ , 𝐴5 的二次曲线, Bézout定理表明这两条二次曲线一定至少有一
条公共线. 但我们已经知道没有 4个𝒜中的点共线,所以公共线上至多包含
3个点,而余下的 2个点完全确定了二次曲线的另一分支,所以 𝒬 = 𝒬′.

Step 3 我们来证明𝒜′中没有 3点共线. 不妨设𝐴1, 𝐴2, 𝐴3在同一条直线𝐿2上,那么
𝐴4, ⋯ , 𝐴8 确定一条二次曲线 𝒬2. 在 𝐿2 上找到和给定三个点不同的另一个
点 𝐵,在 𝔸2(𝑘)上找到既不在 𝐿2也不在 𝒬2上的点 𝐶 . 那么,类比上述二次曲
线存在性证明, 我们可以找到一个线性组合 𝛼 = 𝑎𝑓 + 𝑏𝑔 + 𝑐ℎ(𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑘)
使得 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑍𝛼(𝑘). 但注意到 𝒜′ ⊂ 𝑍𝛼(𝑘), card(𝐿2 ∩ 𝑍𝛼(𝑘)) = 4 >
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deg(𝐿2) deg(𝛼𝑘) = 3, 所以 Bézout 定理表明直线 𝐿2 ⊂ 𝑍𝛼(𝑘). 记 ℛ 是
𝑍𝛼(𝑘) 在 𝐿2 外的分支, 则易见 card(ℛ ∩ 𝒬2) ⩾ card({𝐴4, ⋯ , 𝐴8}) = 5 >
deg(ℛ) deg(𝒬2) = 4,所以 𝑍𝛼(𝑘) = 𝐿2 ∪ 𝒬2,但 𝐶 ∉ 𝑍𝛼(𝑘),矛盾.
同理可以证明 𝒜′ 中没有 6个点在同一条二次曲线上. 不妨设 𝐴1, ⋯ , 𝐴6 在
同一条二次曲线 𝒬3 上,那么 𝐴7, 𝐴8 确定了一条直线 𝐿3. 再找到 𝒬3 上异于
给定两点的新点 𝐵, 不在 𝒬3 和 𝐿3 上的一点 𝐶 , 重复以上线性组合方法的
说明, 由 7 > deg(𝑍𝛼(𝑘)) deg(𝒬3) = 6 知 𝒬3 ⊂ 𝑍𝛼(𝑘), 而且 2 > deg(𝑍𝛼(𝑘) ⧵
𝒬3) deg(𝐿3) = 1表明 𝑍𝛼(𝑘) = 𝒬3 ∪ 𝐿3,易知矛盾.

Step 4 记通过 𝐴1, ⋯ , 𝐴5 的二次曲线为 𝒬, 通过 𝐴6, 𝐴7 的直线为 ℒ, 上述讨论说明
𝒬 ∩ ℒ ∩ 𝒜′ = ∅, 𝐴8 ∉ 𝒬 ∪ ℒ. 再找二次曲线上异于给定点的新点 𝐵, 𝐶 ,
构造 𝑓, 𝑔, ℎ 的线性组合 𝛼 使得 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑍𝛼(𝑘). 完全重复上述说明自然有
𝑍𝛼(𝑘) = ℒ ∪ 𝒬但 𝐴8 ∉ ℒ ∪ 𝒬,矛盾.

□
我们来证明椭圆曲线上的群结构.

定理 2.4： 设 𝐶 是 ℙ2(𝑘) 上的一条椭圆曲线, 𝑂 = [0, 1, 0]. 那么, 𝐶 在给定运算
(𝒜)下形成一个以 𝑂为零元素的 Abel群.
证明： 根据上文讨论, 我们这里只需证明 (𝒜) 满足结合律. 我们记 𝑃 ∗ 𝑄 是过
𝑃 , 𝑄 的直线交 𝐶 的第三个点, 易见 𝑃 ∗ 𝑄 = 𝑄 ∗ 𝑃 , 而且 (𝑃 ∗ 𝑄) ∗ 𝑂 = 𝑃 + 𝑄,
(𝑃 + 𝑄) ∗ 𝑂 = 𝑃 ∗ 𝑄. 任取 𝑃 , 𝑄, 𝑅 ∈ 𝐶 ,为证明 (𝑃 + 𝑄) + 𝑅 = 𝑃 + (𝑄 + 𝑅),我们
因此只需证明 (𝑃 + 𝑄) ∗ 𝑅 = 𝑃 ∗ (𝑄 + 𝑅).

Case 1 我们先考查 𝑂, 𝑃 , 𝑄, 𝑅, 𝑃 ∗ 𝑄, 𝑃 + 𝑄, 𝑄 ∗ 𝑅, 𝑄 + 𝑅互不相同的情况. 做过以
下点的直线:

𝑙1 ∶ 𝑃 , 𝑄, 𝑃 ∗ 𝑄, 𝑙2 ∶ 𝑂, 𝑄 ∗ 𝑅, 𝑄 + 𝑅, 𝑙3 ∶ 𝑃 + 𝑄, 𝑅, (𝑃 + 𝑄) ∗ 𝑅;

𝑙′
1 ∶ 𝑄, 𝑅, 𝑄 ∗ 𝑅, 𝑙′

2 ∶ 𝑂, 𝑃 ∗ 𝑄, 𝑃 + 𝑄, 𝑙′
3 ∶ 𝑃 , 𝑄 + 𝑅, 𝑃 ∗ (𝑄 + 𝑅).

同时,设 𝑆 是 𝑙3, 𝑙′
3 的交点. 易见这些点都在 𝐶 内. 记 𝐹𝑖, 𝐺𝑖 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦, 𝑧]1(1 ⩽

𝑖 ⩽ 3)使得 𝑙𝑖 = 𝑍𝐹𝑖(𝑘) ⊂ ℙ2(𝑘), 𝑙′
𝑖 = 𝑍𝐺𝑖(𝑘) ⊂ ℙ2(𝑘).

我们考查 𝐶 的方程在 ℙ2(𝑘) 给出的椭圆曲线 𝒞. 记 ℱ = 𝐹1𝐹2𝐹3, 𝒢 =
𝐺1𝐺2𝐺3 ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦, 𝑧]3, 易见 𝑍ℱ (𝑘), 𝑍𝒢(𝑘) 是 ℙ2(𝑘) 上的两条三次曲线, 而且
𝑂, 𝑃 , 𝑄, 𝑅, 𝑃 ∗ 𝑄, 𝑃 + 𝑄, 𝑄 ∗ 𝑅, 𝑄 + 𝑅, 𝑇 ∈ 𝑍ℱ (𝑘) ∩ 𝑍𝒢(𝑘). 注意到 𝒞也是一条
三次曲线,而且 𝒞 已经通过了 𝑂, 𝑃 , 𝑄, 𝑅, 𝑃 ∗ 𝑄, 𝑃 + 𝑄, 𝑄 ∗ 𝑅, 𝑄 + 𝑅, Cayley-
Bacharach定理表明 𝒞 通过点 𝑆,从而说明 (𝑃 + 𝑄) ∗ 𝑅 = 𝑆 = 𝑃 ∗ (𝑄 + 𝑅).
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Case 2 考虑𝑂, 𝑃 , 𝑄, 𝑅, 𝑃 ∗𝑄, 𝑃 +𝑄, 𝑄∗𝑅, 𝑄+𝑅中有两点相同的情况. 比如 𝑃 ∗𝑄 =
𝑂,则 𝑃 + 𝑄 = 𝑂,比如 𝑃 ∗ 𝑄 = 𝑄 + 𝑅.则有 𝑃 + 𝑄 = (𝑃 ∗ 𝑄) ∗ 𝑂 = 𝑄 ∗ 𝑅,因
此有 (𝑃 + 𝑄) ∗ 𝑅 = (𝑄 ∗ 𝑅) ∗ 𝑅 = 𝑄 = 𝑃 ∗ (𝑃 ∗ 𝑄) = 𝑃 ∗ (𝑄 + 𝑅). 其他情况
类比分析即可知结果仍然成立.
或者我们通过微扰的手段或 Zariski拓扑下的闭包以及椭圆曲线的光滑性也
可以得到结论,具体请参考 [20]定理 4.

□
特别地,我们考查椭圆曲线限制在 𝔸2(𝑘) ≅ 𝑈3 ⊂ ℙ2(𝑘)上的表现. 假设域特征

不为 2,则 𝔸2(𝑘)上椭圆曲线上一个点 𝑃 = (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶 ⊂ 𝔸2(𝑘)的逆是 (𝑥, −𝑦). 为证
明这点,我们只需要注意到 ℙ2(𝑘)上通过 𝑂点和 [𝑥, 𝑦, 1]点的直线为

{[𝜇𝑥, 𝜆 + 𝜇𝑦, 𝜇]|[𝜆, 𝜇] ∈ ℙ1(𝑘)} .

注意到这条直线限制在 𝔸2(𝑘) ≅ 𝑈3 ⊂ ℙ2(𝑘)中是一条与 𝑦轴平行的直线. 因此在
char 𝑘 ≠ 2的情况下, 考查 Weierstrass简化标准型式(2.3), 自然有 −𝑃 = 𝑂 ∗ 𝑃 =
(𝑥, −𝑦).
在 char 𝑘 = 2的情况下,我们将直线和一般Weierstrass形式联立得到

𝜇(𝜆 + 𝜇𝑦)2 + 𝑎1𝜇2𝑥(𝜆 + 𝜇𝑦) + 𝑎3𝜇2(𝜆 + 𝜇𝑦) = 𝜇3(𝑥3 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎4𝑥 + 𝑎6).

不妨假设 𝜇 ≠ 0来寻找点 (𝑥, 𝑦)的逆,否则所求相交点是 𝑂 = [0, 1, 0]. 记 𝜅 = 𝜆
𝜇 ,则

方程转化为
𝜅(𝜅 + 2𝑦 + 𝑎1𝑥 + 𝑎3) = 0.

注意到 𝜅 = 0给出 𝜆 = 0,所得相交点是 [𝑥, 𝑦, 1],所以另一个相交点应由 [𝜆, 𝜇] =
[−(2𝑦 + 𝑎1𝑥 + 𝑎3), 1]给出,即 (𝑥, 𝑦)的逆是 (𝑥, −𝑦 − 𝑎1𝑥 − 𝑎3).

2.2 椭圆曲线的自同态环

在建立椭圆曲线的基本模型之后,我们来考虑椭圆曲线之间的映射,特别是从
一条椭圆曲线到自己的映射. 为讨论方便,我们考查椭圆曲线限制在𝔸2(𝑘) ≅ 𝑈3 ⊂
ℙ2(𝑘)上的表现,并记 𝑂 = [0, 1, 0]为椭圆曲线所配 Abel群的零元素. 在所关心的
𝔸2(𝑘)中,它表现为一个 “无穷远点”. 以后涉及 𝑂点的问题,我们都可以考虑将我
们定义的在 𝔸2(𝑘)上的操作以 𝜄3 映射的方式自然嵌入到 ℙ2(𝑘)中,然后延伸定义
到 𝑂点上. 为讨论方便,下文不再重复. 以下都用 𝐶(𝑘)或简写作 𝐶 表示域 𝑘 = 𝔽𝑞

上的一条椭圆曲线并带有上文所表明的群结构.
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2.2.1 椭圆曲线的自同态的定义
通过函数表达式的定义 我们先给出一个简单清楚的自同态的定义,这不涉及过
多的代数几何语言,请参考 [21]章 2.9. 但为方便起见,我们只对 char 𝑘 ≠ 2, 3的情况
讨论.
定义 2.3： 椭圆曲线 𝐶 上的一个自同态是一个由有理函数给出的群同态 𝛼 ∶
𝐶(𝑘) → 𝐶(𝑘).

更清楚地说,它满足以下条件:
1. 存在 𝑅1(𝑥, 𝑦), 𝑅2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑘(𝑥, 𝑦)使得

𝛼(𝑥, 𝑦) = (𝑅1(𝑥, 𝑦), 𝑅2(𝑥, 𝑦)), 𝛼(𝑂) = 𝑂.

2. 对于任意 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐶(𝑘)都有 𝛼(𝑃1 + 𝑃2) = 𝛼(𝑃1) + 𝛼(𝑃2).
这里,我们只考查那些使得 𝑅1, 𝑅2 都良定义的点 (𝑥, 𝑦),我们将在下文中给出 𝛼 在
剩下点上的定义.
考查椭圆曲线上的一个有理函数 𝑅(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑘[𝑥, 𝑦],根据式(2.3),记 𝑦2 = 𝑓(𝑥),

则我们总可以写作
𝑅(𝑥, 𝑦) = 𝑝1(𝑥) + 𝑝2(𝑥)𝑦

𝑝3(𝑥) + 𝑝4(𝑥)𝑦 = (𝑝1(𝑥) + 𝑝2(𝑥)𝑦)(𝑝3(𝑥) − 𝑝4(𝑥)𝑦)
(𝑝3(𝑥) + 𝑝4(𝑥)𝑦)(𝑝3(𝑥) − 𝑝4(𝑥)𝑦) = 𝑞1(𝑥) + 𝑞2(𝑥)𝑦

𝑞3(𝑥) ,

其中 𝑝1, ⋯ , 𝑝4 ∈ 𝑘[𝑥], 𝑞1 = 𝑝1𝑝3 − 𝑝2𝑝4𝑓, 𝑞2 = 𝑝2𝑝3 − 𝑝1𝑝4, 𝑞3 = 𝑝2
3 − 𝑝2

4𝑓 . 因此,我
们将 𝛼(𝑥, 𝑦)写作

𝛼(𝑥, 𝑦) = (
𝜛1(𝑥) + 𝜛2(𝑥)𝑦

𝜛3(𝑥) , 𝜚1(𝑥) + 𝜚2(𝑥)𝑦
𝜚3(𝑥) ) .

注意到 𝛼(𝑥, −𝑦) = (𝑅1(𝑥, −𝑦), 𝑅2(𝑥, −𝑦)) = −𝛼(𝑥, 𝑦) = (𝑅1(𝑥, 𝑦), −𝑅2(𝑥, 𝑦)),那么有
𝜛2(𝑥) = 0, 𝜚1(𝑥) = 0,因此记 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑘(𝑥)使得

𝛼(𝑥, 𝑦) = (𝑟1(𝑥), 𝑟2(𝑥)𝑦) = (
𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥) , 𝑦𝑠(𝑥)

𝑡(𝑥) ) , (2.5)

其中 𝑝, 𝑞, 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑘[𝑥], 𝑞, 𝑡 ≠ 0, (𝑝, 𝑞) = 1 = (𝑠, 𝑡). 此时,我们在那些使得 𝑞(𝑥) = 0的点
(𝑥, 𝑦)上补定义 𝛼为:

𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝑂, if 𝑞(𝑥) = 0.

我们来证明如果 𝑡(𝑥) = 0,则 𝑞(𝑥) = 0,从而可以将自同态 𝛼 定义在整条椭圆曲线.
我们称由式(2.5)和上述补定义给出的自同态为自同态的标准型.
引理 2.1： 设 char 𝑘 ≠ 2, 3. 给定 𝔸2(𝑘)上的一条椭圆曲线 𝐶(𝑘),其Weierstrass简
化标准型为 𝑦2 = 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐. 设 𝛼 ∶ 𝐶(𝑘) → 𝐶(𝑘)是一个自同态,形

14



式是
𝛼(𝑥, 𝑦) = (

𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥) , 𝑦𝑠(𝑥)

𝑡(𝑥) ) ,

其中 𝑝, 𝑞, 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑘[𝑥], 𝑞, 𝑡 ≠ 0, (𝑝, 𝑞) = (𝑠, 𝑡) = 1.
证明： 考查 𝛼(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝑘),则有

𝑠2

𝑡2 𝑦2 = 𝑝3 + 𝑎𝑝2𝑞 + 𝑏𝑝𝑞2 + 𝑐𝑞3

𝑞3 ,

记 𝑢(𝑥) = 𝑝(𝑥)3 + 𝑎𝑝(𝑥)2𝑞(𝑥) + 𝑏𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)2 + 𝑐𝑞(𝑥)3,我们有
𝑠2𝑞3𝑓 = 𝑢𝑡2.

注意到 (𝑠, 𝑡) = 1,所以 𝑡2 ∣ 𝑞3𝑓 . 但是注意到 𝑓(𝑥)无重根,所以 𝑡2 ∣ 𝑞3,因此 𝑡(𝑥)的
根都是 𝑞(𝑥)的根. □
定义一个装备标准型的自同态

𝛼(𝑥, 𝑦) = (𝑟1(𝑥), 𝑟2(𝑥)𝑦) = (
𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥) , 𝑦𝑠(𝑥)

𝑡(𝑥) )
的度, deg 𝛼,为

deg 𝛼 = max{deg 𝑝(𝑥), deg 𝑞(𝑥)},

如果 𝛼非平凡;同时,为了方便起见,我们定义 deg(0) = 0.

通过同源的定义 在这部分中,我们用代数几何的语言描述椭圆曲线上的自同态.
我们假设读者熟知代数簇相关内容,此部分内容的具体细节请查阅 [15]章 1. 对于
𝑘上的一条椭圆曲线 𝐶(𝑘),设它由Weierstrass标准型 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0给出,那么 𝐶(𝑘)
的函数域 𝑘(𝐶)是环 𝑘[𝑥, 𝑦]/(𝑓 )的分式域.
定义 2.4： 设 𝐶, 𝐶′ 是 𝑘上的两条椭圆曲线. 我们称一个从 𝐶 到 𝐶′ 的 𝑘上的非
零态射 𝜙 ∶ 𝐶 → 𝐶′是一个同源 (isogeny),如果 𝜙(𝑂) = 𝑂.
我们记从椭圆曲线 (𝐶1, 𝑂1)到 (𝐶2, 𝑂2)的所有同源形成的群为 Hom(𝐶1, 𝐶2).

记从椭圆曲线 (𝐶, 𝑂)到自己的所有同源形成的群为 End(𝐶),其中的元素称为椭圆
曲线 𝐶 的自同态.
我们来说明上述同源的定义等价于 𝜙是一个保持椭圆曲线 (𝐶1, 𝑂1), (𝐶2, 𝑂2)

群结构的非零 𝑘-有理映射. 注意到 𝜙 诱导了 𝐶1, 𝐶2 的 Picard 群间的映射 𝜙∗ ∶
Pic0(𝐶1) → Pic0(𝐶2),则考虑将 𝜙写作复合

𝜙 ∶ 𝐶1 ≅ Pic0(𝐶1)
𝜙∗−−→ Pic0(𝐶2) ≅ 𝐶2,
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注意到其中映射都是群同态,因此 𝜙也是一个群同态,保持椭圆曲线上的群结构.
这说明 𝜙给出一个从 𝐶2 的函数域 𝑘(𝐶2)到 𝐶1 的函数域 𝑘(𝐶1)的嵌入,我们定义
𝜙的度为相应域扩张的度 [𝑘(𝐶1) ∶ 𝑘(𝐶2)].

2.2.2 可分自同态
可分自同态
定义 2.5： 设 𝑘是一个域, char 𝑘 ≠ 2, 3, 𝐶 是一条 𝑘-椭圆曲线, 𝛼 ∈ End(𝐶)并装备
自同态标准型

𝛼(𝑥, 𝑦) = (𝑟1(𝑥), 𝑟2(𝑥)𝑦) = (
𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥) , 𝑦𝑠(𝑥)

𝑡(𝑥) ) .

我们称 𝛼是一个可分自同态,如果 𝑟′
1(𝑥) ≠ 0.

注意到这个条件等价于 𝑝′(𝑥), 𝑞′(𝑥)中有一个不恒为 0. 显然, 𝑟′
1(𝑥) = 0等价于

𝑝′(𝑥)𝑞(𝑥) = 𝑝(𝑥)𝑞′(𝑥). 易见 𝑝′ = 0, 𝑞′ = 0自然有 𝑟′
1 = 0. 反过来,如果 𝑟′

1 = 0,由
(𝑝, 𝑞) = 1知, 𝑝 ∣ 𝑝′, 𝑞 ∣ 𝑞′,显然有 𝑝′ = 0, 𝑞′ = 0.
使用更多代数几何背景,更普遍的定义是:

定义 2.6： 一个支配的 (dominant,翻译参考 [22]32)态射称作可分的,如果它诱导
的域扩张是可分扩张.
我们通过自同态的可分性研究自同态的度和核之间的关系. 沿袭传统, 我们

先给出一个较为直接的证明方式,这时需要假设 char 𝑘 ≠ 2, 3.
命题 2.2： 设 𝛼 ∶ 𝐶(𝑘) → 𝐶(𝑘)是一个 𝑘上椭圆曲线 𝐶 的一个非零自同态. 我们
有以下两种情况:

1. 如果 𝛼是可分的,有
deg 𝛼 = card ker 𝛼.

2. 如果 𝛼是不可分的,则
deg 𝛼 > card ker 𝛼.

证明： 考查 𝛼的自同态标准型
𝛼(𝑥, 𝑦) = (𝑟1(𝑥), 𝑟2(𝑥)𝑦) = (

𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥) , 𝑦𝑠(𝑥)

𝑡(𝑥) ) .

如果 𝛼 是可分的,记 𝔖 ∶= {𝑥 ∈ 𝑘|(𝑝𝑞′ − 𝑝′𝑞)(𝑥)𝑞(𝑥) = 0}. 由于 𝑟′
1(𝑥) ≠ 0, 𝔖因而

是一个有限集. 我们来考查某个特殊点 (𝜇, 𝜈) ∈ 𝐶(𝑘)关于 𝛼 的原像中点的个数来
表现 ker 𝛼中点的个数. 我们要求 (𝜇, 𝜈)满足以下条件:

• (𝜇, 𝜈) ∈ 𝛼(𝐶(𝑘)).
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• 𝜇, 𝜈 ≠ 0并且 (𝜇, 𝜈) ∈ 𝔸2(𝑘),即 (𝜇, 𝜈) ≠ 𝑂.
• 𝜇 ∉ 𝔖.
• deg(𝑝(𝑥) − 𝜇𝑞(𝑥)) = deg 𝛼 = max{deg 𝑝(𝑥), deg 𝑞(𝑥)}.

注意到后三个条件事实上只排除了有限多个 𝜇 的取值, 准确地说, 至多排除了
card𝔖 + 2 < ∞个 𝜇 的取值,也即至多排除了 2 card𝔖 + 4个 𝛼(𝐶(𝑘))上的点. 而
𝑘是一个无限域,所以 𝛼(𝐶(𝑘))上有无限个点,即满足条件的 (𝜇, 𝜈)总是存在的. 注
意到由 𝑟1(𝑥1) = 𝜇, 𝑦1𝑟2(𝑥1) = 𝜈, 由于 𝜇, 𝜈 ≠ 0, 𝑦1 = 𝜈

𝑟2(𝑥1) 可以被 𝑥1 的取值完全
确定,因此 card 𝛼−1(𝜇, 𝜈) = card 𝑟−1

1 (𝜇) = card{𝑥 ∈ 𝑘|𝑝(𝑥) − 𝜇𝑞(𝑥) = 0}. 由条件 4,
deg(𝑝−𝜇𝑞) = deg 𝛼,因而我们只需证明 𝑝−𝜇𝑞无重根. 不妨假设有重根,即存在 𝑥0 ∈
𝑘使得 𝑝(𝑥0)−𝜇𝑞(𝑥0) = 0, 𝑝′(𝑥0)−𝜇𝑞′(𝑥0) = 0,得到 𝜇(𝑝′(𝑥0)𝑞(𝑥0)−𝑝(𝑥0)𝑞′(𝑥0)) = 0,
由 𝜇 ≠ 0知 (𝑝′𝑞 − 𝑝𝑞′)(𝑥0) = 0,从而 𝑥0 ∈ 𝔖,矛盾.

如果 𝛼不是可分的,重复上述陈述,但不要求 𝜇 ∉ 𝔖,但我们知道 𝑝′𝑞 − 𝑝𝑞′ 一
定有重根,因此 deg 𝛼 > card ker 𝛼. □

一个不变的微分形式 我们希望借助一个椭圆曲线上的不变的微分形式来研究
倍乘运算 𝜒𝑚 ∶ 𝐶(𝑘) → 𝐶(𝑘)(𝑚 ∈ ℤ)的度和可分性,其中 𝜒𝑚(𝑃 ) = 𝑚𝑃 .

为了方便起见,我们这里直接给出使用代数几何语言的关于不变微分的结论.
引理 2.2： 设 𝐶 是一条 𝑘上的椭圆曲线,其Weierstrass标准型为

𝑦2 + 𝑎1𝑥𝑦 + 𝑎3𝑦 = 𝑥3 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎4𝑥 + 𝑎6.

我们定义微分形式
𝜔 = 𝑑𝑥

2𝑦 + 𝑎1𝑥 + 𝑎3
= 𝑑𝑦

3𝑥2 + 2𝑎2𝑥 + 𝑎4 − 𝑎1𝑦
.

那么 𝜔在 𝐶 上是一个不恒为 0的全纯的微分形式,即 (𝜔) = 0.
证明： 请参考 [17]48. □

接下来,我们考查它的平移不变性.
命题 2.3： 沿以上假设,对于任意 𝑄 ∈ 𝐶 ,定义映射 𝜏𝑄 ∶ 𝐶 → 𝐶 为

𝜏𝑄(𝑃 ) = 𝑃 + 𝑄.

那么,

𝜏∗
𝑄𝜔 = 𝜔.

证明： 注意到 𝛺𝐶 是 1 维 𝑘(𝐶)-线性空间, 那么, 存在一个依赖 𝑄 的函数 ℎ𝑄 ∈
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𝑘(𝐸)∗使得
𝜏∗

𝑄𝜔 = ℎ𝑄𝜔.

由于 𝜏𝑄是一个同构, ℎ𝑄 ≠ 0. 所以,我们有
(ℎ𝑄) = (𝜏∗

𝑄𝜔) − (𝜔) = 𝜏∗
𝑄(𝜔) − (𝜔) = 0.

因此 ℎ𝑄在 𝐶 上恒为常数,即 ℎ𝑄 ∈ 𝑘∗
.

那么,接下来,我们考查映射𝜛 ∶ 𝐶 → ℙ1(𝑘)为
𝜛(𝑄) = [ℎ𝑄, 1].

注意到对于任意 𝑃 ∈ 𝐶 , Vieta定理和隐函数定理总说明 𝑃 + 𝑄的坐标可以表示成
为 𝑥(𝑄), 𝑦(𝑄)的有理函数的形式,所以 𝜛 是一个有理函数. 但注意到 𝜛 并不是满
射,因为显然 [0, 1] ∉ 𝜛. 由于 ℎ𝑄 ∈ 𝑘∗

,所以 𝜛 是一个常数映射,而 ℎ𝑄 = ℎ𝑂 = 1,
因为 𝜏𝑂 = id𝐶 . □
注释 2.2： 事实上,更进一步地,我们知道 𝜔是 𝐶 上在常数系数倍乘下唯一一个
平移不变的微分形式,见 [21]56.
我们通过这个微分形式来考查自同态的和的表现,我们仍然先给出一个基于

直接计算的命题.
命题 2.4： 设 𝑘是一个特征不为 2,3的域, 𝐶 是一条 𝑘上的椭圆曲线, 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3是
𝐶 的三个非零的自同态,并有 𝛼1 + 𝛼2 = 𝛼3. 我们将自同态们写成相应的标准型

𝛼𝑗(𝑥, 𝑦) = (𝑟𝑗(𝑥), 𝑦𝑠𝑗(𝑥)) (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 3),

其中 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑘(𝑥). 假设存在常数 𝑐1, 𝑐2使得
𝑟′

1(𝑥)
𝑠1(𝑥) = 𝑐1,

𝑟′
2(𝑥)

𝑠2(𝑥) = 𝑐2.

那么有
𝑟′

3(𝑥)
𝑠3(𝑥) = 𝑐1 + 𝑐2.

证明： 注意到这时我们可以利用椭圆曲线的Weierstrass简化标准型
𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐,

将不变微分形式写作
𝜔 = 𝑑𝑥

2𝑦 = 𝑑𝑦
3𝑥2 + 2𝑎𝑥 + 𝑏

.

记 𝛼𝑖(𝑥, 𝑦) = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 3,那么显然 𝑥𝑖, 𝑦𝑖都是 𝑥, 𝑦的有理函数. 由不变微分形
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式,我们知道
𝑑𝑥3
2𝑦3

= 𝑑𝑥1
2𝑦3 (

∂𝑥3
∂𝑥1

+ ∂𝑥3
∂𝑦1

𝑑𝑦1
𝑑𝑥1 ) = 𝑑𝑥1

2𝑦1
.

同理有
∂𝑥3
∂𝑥2

+ ∂𝑥3
∂𝑦2

𝑑𝑦2
𝑑𝑥2

= 𝑦3
𝑦2

.

而假设表明
𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑥 = 𝑐𝑖

𝑦𝑖
𝑦 , 𝑖 = 1, 2.

那么我们有
𝑑𝑥3
𝑑𝑥 = (

∂𝑥3
∂𝑥1

+ ∂𝑥3
∂𝑦1

𝑑𝑦1
𝑑𝑥1 )

𝑑𝑥1
𝑑𝑥 + (

∂𝑥3
∂𝑥2

+ ∂𝑥3
∂𝑦2

𝑑𝑦2
𝑑𝑥2 )

𝑑𝑥2
𝑑𝑥

= 𝑐1
𝑦3
𝑦1

𝑦1
𝑦 + 𝑐2

𝑦3
𝑦2

𝑦2
𝑦

= (𝑐1 + 𝑐2)𝑦3
𝑦 ,

这即证明了结论. □
推论 2.1： 设 𝑘是一个特征不为 2,3的域, 𝐶 是 𝑘上的一条椭圆曲线, 𝜒𝑚 ∶ 𝐶(𝑘) →
𝐶(𝑘)(𝑚 ∈ ℤ),其中 𝜒𝑚(𝑃 ) = 𝑚𝑃 . 显然, 𝜒𝑚 是 𝐶 上的自同态,记 𝜒𝑚 的自同态标准
型为

𝜒𝑚(𝑥, 𝑦) = (𝔯𝑚(𝑥), 𝑦𝔰𝑚(𝑥)),

其中 𝔯𝑚, 𝔰𝑚 ∈ 𝑘(𝑥). 那么,有
𝔯𝑚(𝑥)′

𝔰𝑚(𝑥) = 𝑚.

因此, 𝜒𝑚(𝑥)在 𝔽𝑝𝑛 上的椭圆曲线上是一个可分自同态当且仅当 𝑝 = char 𝔽𝑝𝑛 ∤ 𝑚.
证明： 注意到 𝔯−𝑚(𝑥) = 𝔯𝑚(𝑥), 𝔰−𝑚(𝑥) = −𝔰𝑚(𝑥),因此

𝔯−𝑚(𝑥)′

𝔰−𝑚(𝑥) = −𝔯𝑚(𝑥)′

𝔰𝑚(𝑥) .

从而我们只需要对 𝑚 ∈ ℕ的情况证明结论即可. 由上述命题,注意到 𝜒𝑚 = 𝑚𝜒1 =
𝑚 id,而 𝔯1(𝑥) = 𝑥, 𝔰1(𝑥) = 1,则有

𝔯′
𝑚(𝑥)

𝔰𝑚(𝑥) = 𝑚
𝔯′

1(𝑥)
𝔰1(𝑥) = 𝑚(𝑚 ∈ ℕ).

注意到 𝜒𝑚可分当且仅当 𝔯′
𝑚(𝑥)不恒为 0,等价于 𝔯′

𝑚(𝑥)
𝔰𝑚(𝑥) = 𝑚 ≢ 0 mod 𝑝. □

注意到以上内容事实上对于一般的域都是成立的,而且有更为严格的基于更
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多代数几何语言的证明,囿于篇幅所限,我们只给出对应的结论,具体证明请读者
参考 [17]77-78.
命题 2.5： 设 𝐶, 𝐶′ 是两条椭圆曲线, 𝜔是 𝐶 上的一个不变微分, 𝜙, 𝜓 ∶ 𝐶 → 𝐶′

是同源,那么
(𝜙 + 𝜓)∗𝜔 = 𝜙∗𝜔 + 𝜓∗𝜔.

特别地,我们也有
𝜒∗

𝑚𝜔 = 𝑚𝜔, (𝑚 ∈ ℤ)

和同样的可分性的判断. 注意到由可分自同态的定义易知,一个自同态 𝜙是不可
分的当且仅当 𝜙∗𝜔 = 0,其中 𝜔是 𝐶 上的不变微分.

2.3 有限域上椭圆曲线的有理点

在这一章,我们来考虑有限域 𝑘 = 𝔽𝑞 上的椭圆曲线,其中 𝑞 = 𝑝𝑛, 𝑝是一个素
数, 𝑛 ∈ ℕ. 给定 Diophantine方程

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0,

其中 𝐹 ∈ 𝔽𝑞[𝑥, 𝑦, 𝑧]𝑑 , 𝑑 ⩾ 1. 我们称 ℙ2(𝑘) 中满足给定方程的解为对应曲线
𝐶𝐹 (𝑘) ∶= 𝑍𝐹 (𝑘) ⊂ ℙ2(𝑘) 上的有理点. 注意到 ℙ2(𝔽𝑞) 上的点总是有限多个, 所
以在这部分理论中我们关心的是给定椭圆曲线上有理点的准确个数或估计.
为此, 我们需要先准备一个重要的有限域上椭圆曲线的自同态, Frobenius映

射,它来自于传统的有限域上的自同态.

2.3.1 Frobenius映射
定义 2.7： 我们称 𝜙𝑞 ∶ 𝐶(𝑘) → 𝐶(𝑘)满足

𝜙𝑞(𝑥, 𝑦) = (𝑥𝑞, 𝑦𝑞), 𝜙𝑞(𝑂) = 𝑂

是一个 Frobenius映射.
命题 2.6： 设 𝔽𝑞 上的椭圆曲线 𝐶 的Weierstrass标准型是

𝑦2 + 𝑎1𝑥𝑦 + 𝑎3𝑦 = 𝑥3 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎4𝑥 + 𝑎6,

其中 𝑎𝑖 ∈ 𝔽𝑞,那么, Frobenius映射 𝜙𝑞 是 𝐶 上的度为 𝑞的不可分自同态.
证明： 易见 𝜙𝑞 是一个 𝔽𝑞-有理映射,度是 𝑞. 注意到由于 𝑎𝑖 ∈ 𝔽𝑞,所以 𝑎𝑞

𝑖 = 𝑞,方
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程两侧取 𝑞次方后有
(𝑦𝑞)2 + 𝑎1(𝑥𝑞)(𝑦𝑞) + 𝑎3(𝑦𝑞) = (𝑥𝑞)3 + 𝑎2(𝑥𝑞)2 + 𝑎4(𝑥𝑞) + 𝑎6,

所以 Frobenius映射 𝜙𝑞 是从 𝐶 映射到 𝐶 上的. 因此,我们只需验证 𝜙𝑞 保持 𝐶 上
的群结构. 考查 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐶(𝑘).

Case 1 设 𝑥1 ≠ 𝑥2. 由上文讨论可知 𝑃1 + 𝑃2 仍是一个有限平面内的点, 记 𝑃3 =
𝑃1 + 𝑃2 = (𝑥3, 𝑦3). 设 𝑦 = 𝜆𝑥 + 𝜈 是通过 𝑃1, 𝑃2的直线 𝐿,

𝜆 = 𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

.

𝐿和 𝐶 联立,由 Vieta定理可知:

𝑥3 = 𝜆2 + 𝑎1𝜆 − 𝑎2 − 𝑥1 − 𝑥2, 𝑦3 = 𝜆(𝑥1 − 𝑥3) − 𝑦1.

注意到 𝑦 = 𝜆𝑞𝑥 + 𝜈𝑞 是连接 𝑃 ′
1 = 𝜙𝑞(𝑃1) = (𝑥𝑞

1, 𝑦𝑞
1), 𝑃 ′

2 = 𝜙𝑞(𝑃2) = (𝑥𝑞
2, 𝑦𝑞

2)的
直线 𝐿′,设 𝑃 ′

3 = 𝑃 ′
1 + 𝑃 ′

2 = (𝑥′
3, 𝑦′

3). 将 𝐿′和 𝐶 联立, Vieta定理给出
𝑥′

3 = (𝜆𝑞)2 + 𝑎1(𝜆𝑞) − 𝑎2 − 𝑥𝑞
1 − 𝑥𝑞

2 = 𝑥𝑞
3, 𝑦′

3 = 𝜆𝑞(𝑥𝑞
1 − 𝑥𝑞

3) − 𝑦𝑞
1 = 𝑦𝑞

3,

所以
𝜙𝑞(𝑃3) = 𝑃 ′

3 = 𝜙𝑞(𝑃1) + 𝜙𝑞(𝑃2).

Case 2 假设 𝑥1 = 𝑥2. 如果 𝑃1 = −𝑃2, 则根据上文讨论的取逆公式可知 𝜙𝑞(𝑃1) =
𝜙𝑞(𝑃2). 如果 𝑃1 = 𝑃2,设 2(𝑥1, 𝑦1) = (𝑥3, 𝑦3), 𝑦 = 𝜆𝑥 + 𝜈 给出 𝐶 在 𝑃 点的切
线 𝐿,隐函数定理给出

𝜆 =
3𝑥2

1 + 2𝑎2𝑥1 + 𝑎4 − 𝑎1𝑦1
2𝑦1 + 𝑎1𝑥1 + 𝑎3

.

重复以上将 𝐶 和 𝐿联立的过程,类比得到同样的结论.
设 𝜔是 𝐶 上的不变微分,注意到

𝜙∗
𝑞(𝜔) = 𝜙∗

𝑞 (
𝑑𝑥

2𝑦 + 𝑎1𝑥 + 𝑎3 ) = 𝑞𝑥𝑞−1𝑑𝑥
2𝑦𝑞 + 𝑎1𝑥𝑞 + 𝑎3

= 0,

所以 𝜙𝑞 不是可分的. □
推论 2.2：设 𝐶是 𝑘 = 𝔽𝑞上的一条椭圆曲线, 𝑞 = 𝑝𝑛, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑝是一个素数, 𝑟, 𝑠 ∈ ℤ
不全为 0,那么,自同态 𝑟𝜙𝑞 + 𝜒𝑠是可分的当且仅当 𝑝 ∤ 𝑠. 特别地, 𝜙𝑞 − id是可分的.
证明： 设 𝜔是 𝐶 上的不变微分,由命题2.5知

(𝑟𝜙𝑞 + 𝜒𝑠)∗𝜔 = 𝑟𝜙∗
𝑞𝜔 + 𝑠𝜔.

注意到 𝜙𝑞 不是可分的, 所以 𝜙∗
𝑞𝜔 = 0, 因此 𝑟𝜙𝑞 + 𝜒𝑠 是可分的当且仅当 (𝑟𝜙𝑞 +
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𝜒𝑠)∗𝜔 ≠ 0,这等价于 𝑠 ≢ 0 mod 𝑝. □

2.3.2 Weil配对定理
椭圆曲线上的扭群结构 设 𝐶 是 𝑘上的一条椭圆曲线. 我们关心 𝐶(𝑘)上的特定
的扭元素组成的群的结构,定义

𝒞𝑛 ∶= {𝑃 ∈ 𝐶(𝑘)|𝑛𝑃 = 𝑂} (𝑛 ∈ ℕ).

我们指出在 𝑘 = ℂ时,著名的Weierstrass-℘函数

℘(𝑧; 𝛬) = 1
𝑧2 + ∑

𝜔∈𝛬,𝜔≠0 [
1

(𝑧 − 𝜔)2 − 1
𝜔2 ]

给出了 𝒞𝑛完全的刻画.
命题 2.7： 设 𝛬 ∈ 𝒞 是一个格,定义

𝑔2 = 60 ∑
𝜔∈𝛬,𝜔≠0

1
𝜔4 , 𝑔3 = 140 ∑

𝜔∈𝛬,𝜔≠0

1
𝜔6 .

那么,由多项式 𝑓(𝑥) = 4𝑥3 − 𝑔2𝑥 − 𝑔3给出的曲线
𝑦2 = 𝑓(𝑥) = 4𝑥3 − 𝑔2𝑥 − 𝑔3

是一条椭圆曲线. 映射 𝜙 ∶ ℂ/𝛬 → 𝐶(ℂ) ⊂ ℙ2(ℂ),

𝜙(𝑧) = [℘(𝑧; 𝛬), ℘′(𝑧; 𝛬), 1].

是一个复 Lie群的解析同构.
证明： 请参考 [17]170-171或 [21]章 9或 [16]章 VI. □
更普遍地,我们有下面这个命题:

命题 2.8： 设 𝐶 是 𝑘 上的一条椭圆曲线, 𝑛 是一个正整数. 如果 char 𝑘 ∤ 𝑛 或者
char 𝑘 = 0,那么

𝒞𝑛 ≃ ℤ/𝑛 ⊕ ℤ/𝑛.

证明： 请参考 [21]章 3.2. □

Weil配对定理 囿于篇幅所限,我们给出Weil配对定理的陈述,但不证明这个定
理,请读者参考 [17]章 III.8或 [21]章 11及 [23]章 3.7.
定理 2.5： 设 𝐶 是 𝑘上的一条椭圆曲线, 𝑛是一个正整数. 记

𝜇𝑛 ∶= {𝑥 ∈ 𝑘|𝑥𝑛 = 1}.
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假设 char 𝑘 ∤ 𝑛, 则存在一个配对 𝑒𝑛 ∶ 𝒞𝑛 × 𝒞𝑛 → 𝜇𝑛 满足以下性质: 对于任意
𝑃1, 𝑃2, 𝑃 , 𝑄1, 𝑄2, 𝑄 ∈ 𝒞𝑛有:
(a) 𝑒𝑛(𝑃 , 𝑃 ) = 1.
(b) 双线性: 𝑒𝑛(𝑃1 + 𝑃2, 𝑄) = 𝑒𝑛(𝑃1, 𝑄)𝑒𝑛(𝑃2, 𝑄),

𝑒𝑛(𝑃 , 𝑄1 + 𝑄2) = 𝑒𝑛(𝑃 , 𝑄1)𝑒𝑛(𝑃 , 𝑄2).
(c) 非退化: 如果对于任意 𝑄 ∈ 𝒞𝑛都有 𝑒𝑛(𝑃 , 𝑄) = 1,则 𝑃 = 𝑂.
(d) 对于任意 𝜎 ∈ Gal(𝑘/𝑘), 𝑒𝑛(𝜎𝑃 , 𝜎𝑄) = 𝜎(𝑒𝑛(𝑃 , 𝑄)).
(e) 对于任意 𝛼 ∈ End(𝐶), 𝑒𝑛(𝛼(𝑃 ), 𝛼(𝑄)) = 𝑒𝑛(𝑃 , 𝑄)deg 𝛼.
注释 2.3： 注意到由 (a)和 (b)我们知道 𝑒𝑛是反对称的,即对于任意 𝑃 , 𝑄 ∈ 𝒞𝑛有

𝑒𝑛(𝑃 , 𝑄) = 𝑒𝑛(𝑄, 𝑃 )−1.

基于 Weil 配对定理, 我们先给出以下推论. 由命题2.8知道, 在以上假设下,
𝒞𝑛 ≃ ℤ𝑛 ⊕ ℤ𝑛.
推论 2.3： 设 𝑇1, 𝑇2是 𝒞𝑛的一组基,则 𝑒𝑛(𝑇1, 𝑇2)是 𝜇𝑛的生成元.
证明： 记 𝜁 ∶= 𝑒𝑛(𝑇1, 𝑇2) ∈ 𝜇𝑛,设 ord(𝜁) = 𝑑 ⩽ 𝑛,则 𝑒𝑛(𝑑𝑇1, 𝑇2) = 𝑒𝑛(𝑇1, 𝑇2)𝑑 =
𝜁𝑑 = 1. 考查任意 𝒞𝑛中的任意一个元素 𝑃 = 𝑎𝑇1 + 𝑏𝑇2, 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ,我们有

𝑒𝑛(𝑑𝑇1, 𝑃 ) = 𝑒𝑛(𝑑𝑇1, 𝑎𝑇1 + 𝑏𝑇2) = 𝑒𝑛(𝑇1, 𝑇1)𝑎𝑑𝑒𝑛(𝑇1, 𝑇2)𝑑𝑏 = 𝜁𝑑𝑏 = 1.

条件 (c)因此给出 𝑑𝑇1 = 𝑂,由于 ord(𝑇1) = 𝑛,我们知道 ord(𝜁) = 𝑛,即有结论. □

2.3.3 Hasse定理
Hasse定理给出了有限域上椭圆曲线上有理点个数的最重要的一个估计.

定理 2.6 (Hasse)： 设 𝐶 是有限域 𝑘 = 𝔽𝑞 上的一条椭圆曲线. 我们有以下估计:

|card𝐶(𝔽𝑞) − (𝑞 + 1)| ⩽ 2√𝑞. (2.6)

准备 我们先来给出 𝐶(𝔽𝑞) 中点的刻画. 由有限域上的 Frobenius 映射知识可知
𝑥 ∈ 𝔽𝑞 当且仅当 𝑥𝑞 = 𝑥. 那么一个 𝐶(𝔽 𝑞)上的点 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝔽𝑞)当且仅当 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔽𝑞,
也即 𝜙𝑞(𝑥, 𝑦) = (𝑥𝑞, 𝑦𝑞) = (𝑥, 𝑦),也即 𝐶(𝔽𝑞) = ker(𝜙𝑞 − id) ⊂ 𝐶(𝔽 𝑞).

由推论2.2知道自同态 𝜙𝑞 − id 是可分的, 再由命题2.2知道 card𝐶(𝔽𝑞) =
card ker(𝜙𝑞 − id) = deg(𝜙𝑞 − id).

为了完成 Hasse定理的证明, 我们需要进一步清楚地表述映射 𝜙𝑞 − id的度,
这即需要使用Weil配对定理.

设 𝐶 是域 𝑘上的一条椭圆曲线, 𝛼 是 𝐶 的一个自同态, 𝑛 ∈ ℕ满足 char 𝑘 ∤ 𝑛.
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因此, 𝒞𝑛 ≃ ℤ/𝑛 ⊕ ℤ/𝑛, 我们从而可以选取 𝑇1, 𝑇2 ∈ 𝒞𝑛 作为一组基. 注意到 𝛼 将
𝒞𝑛 中的元素仍映回 𝒞𝑛 中, 而且由于 𝛼 保持群结构, 所以 𝛼 在 𝒞𝑛 中的限制在基
{𝑇1, 𝑇2}下可以通过一个矩阵

𝛼𝑛 =
[

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑]

来表示,其中 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ/𝑛. 即是说

𝛼(𝑥𝑇1 + 𝑦𝑇2) = 𝛼𝑛 ⋅
[

𝑥
𝑦]

= (𝑎𝑥 + 𝑏𝑦)𝑇1 + (𝑐𝑥 + 𝑑𝑦)𝑇2.

命题 2.9： 设 𝐶 是域 𝑘 上的一条椭圆曲线, 𝛼 是 𝐶 的一个自同态, 𝑛 ∈ ℕ 满足
char 𝑘 ∤ 𝑛,则有 deg 𝛼 ≡ det 𝛼𝑛 mod 𝑛.
证明： 我们记 𝑒𝑛(𝑇1, 𝑇2)为 𝜁 . 由推论2.3可知 𝜁 是 𝜇𝑛的生成元,所以我们有

𝑒𝑛(𝛼(𝑇1), 𝛼(𝑇2)) = 𝑒𝑛(𝑎𝑇1 + 𝑐𝑇2, 𝑏𝑇1 + 𝑑𝑇2)

= 𝑒𝑛(𝑇1, 𝑇2)𝑎𝑑𝑒𝑛(𝑇2, 𝑇1)𝑏𝑐

= 𝑒𝑛(𝑇1, 𝑇2)𝑎𝑑−𝑏𝑐 = 𝜁det 𝛼𝑛 .

而注意到 𝑒𝑛(𝛼(𝑇1), 𝛼(𝑇2)) = 𝜁deg 𝛼,由 ord(𝜁) = 𝑛即知结论. □
推论 2.4： 沿以上假设,设 𝛼, 𝛽 ∈ End(𝐶), 𝜆, 𝜇 ∈ ℤ,那么有

deg(𝜆𝛼 + 𝜇𝛽) = 𝜆2 deg 𝛼 + 𝜇2 deg 𝛽 + 𝜆𝜇 [deg(𝛼 + 𝛽) − deg 𝛼 − deg 𝛽] .

证明： 取 𝑛 ∈ ℕ使得 char 𝑘 ∤ 𝑛,设 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 ∈ 𝑀2(ℤ/𝑛)分别是 𝛼, 𝛽 在 𝒞𝑛 上作用的
表示矩阵. 注意到 𝜆𝛼𝑛 + 𝜇𝛽𝑛是 𝜆𝛼 + 𝜇𝛽 在 𝒞𝑛上作用的表示矩阵.
我们暂时回到线性代数来解决一些问题. 设𝑀, 𝑁 ∈ 𝑀2(𝑅), 其中 𝑅是一个

交换环. 记𝑁∗是𝑁 的伴随矩阵,我们注意到
Tr(𝑀𝑁∗) = det(𝑀 + 𝑁) − det𝑀 − det𝑁.

记𝑀 =
[

𝑥11 𝑥12

𝑥21 𝑥22]
, 𝑁 =

[
𝑦11 𝑦12

𝑦21 𝑦22]
,直接计算就有

Tr(𝑀𝑁∗) = 𝑥11𝑦22 − 𝑥12𝑦21 − 𝑥21𝑦12 + 𝑥22𝑦11.

det(𝑀 + 𝑁) = (𝑥11 + 𝑦11)(𝑥22 + 𝑦22) − (𝑥12 + 𝑦12)(𝑥21 + 𝑦21).

直接展开即有结论. 基于此,我们有
det(𝜆𝑀 + 𝜇𝑁) − 𝜆2 det𝑀 − 𝜇2 det𝑁 = Tr((𝜆𝑀)(𝜇𝑁)∗) = 𝜆𝜇 Tr(𝑀𝑁∗)
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= 𝜆𝜇 [det(𝑀 + 𝑁) − det𝑀 − det𝑁] .

将 𝛼𝑛, 𝛽𝑛分别代入𝑀, 𝑁 即有结论. 这说明
deg(𝜆𝛼 + 𝜇𝛽) ≡ 𝜆2 deg 𝛼 + 𝜇2 deg 𝛽 + 𝜆𝜇 [deg(𝛼 + 𝛽) − deg 𝛼 − deg 𝛽] mod 𝑛

对无限多个 𝑛成立,由此可得结论. □
到此,一切所需要的准备终于都已经全部完成,我们来证明 Hasse定理.

Hasse定理的证明
证明： 上文讨论中得到

card𝐶(𝔽𝑞) = deg(𝜙𝑞 − id).

对于任意 𝑟, 𝑠 ∈ ℤ,由推论2.4知道:

deg(𝑟𝜙𝑞 − 𝜒𝑠) = 𝑟2 deg(𝜙𝑞) + 𝑠2 deg(− id) + 𝑟𝑠 [deg(𝜙𝑞 − id) − deg𝜙𝑞 − deg(− id)]
= 𝑟2𝑞 + 𝑠2 + 𝑟𝑠 [deg(𝜙𝑞 − id) − 𝑞 − 1] .

记𝛷 = deg(𝜙𝑞 −id)−𝑞−1. 特别地,选取 𝑠 ∈ ℤ使得 (𝑠, 𝑞) = 1,则由 deg(𝑟𝜙𝑞 −𝜒𝑠) ⩾ 0
知道

𝑞 (
𝑟
𝑠)

2
+ 𝛷 (

𝑟
𝑠) + 1 ⩾ 0. (2.7)

特别地,选取 𝑠0 ∈ ℕ使得 (𝑠0, 𝑞) = 1,则对于任意的 𝑚 ∈ ℕ0, (𝑠𝑚
0 , 𝑞) = 1. 由 𝑠0-进制

表示,可知 { 𝑟
𝑠 |𝑟, 𝑠 ∈ ℤ, (𝑠, 𝑞) = 1}在 ℝ中是稠密的,所以式(2.7)对任意 𝑥 ∈ ℝ都成

立. 特别地,考查判别式有
𝛷2 − 4𝑞 ⩽ 0,

即证得
|𝛷| = |card𝐶(𝔽𝑞) − (𝑞 + 1)| ⩽ 2√𝑞.

□
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第 3章 线性码

3.1 基本概念

设 𝑝是一个素数, 𝑠是一个正整数,记 𝑞 = 𝑝𝑠,下文考查有限域 𝔽𝑞 = 𝔽𝑝𝑠 和它上
的 𝑛维线性空间 𝔽 𝑛

𝑞 . 值得提前指出的是, 𝔽 𝑛
𝑞 事实上作为 𝔽𝑞-线性空间 (或 𝔽𝑞-模)同

构于 𝔽𝑞𝑛 . 关于以下内容及相关材料,请读者参考 [4]章 3,相关内容的中文翻译参考
[24]章 2.

线性码的概念
定义 3.1： 一个 (𝑞-进制)线性码 𝒞 指的是一个 𝔽 𝑛

𝑞 的线性子空间,我们称 𝒞 中的
一个元素是一个码字, 𝑛称为码字长度 (有时也简称为 “码长”). 我们称 𝑘 = 𝑘(𝒞) =
dim𝔽𝑞 (𝒞)是线性码 𝒞 的维数.
我们在线性码上引入度量结构: Hamming距离.

定义 3.2： 设 x, y ∈ 𝒞 是两个码字,我们定义 x和 y之间的 (Hamming)距离是
𝑑(x, y) ∶= card{𝑖 ∈ ℤ|1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, 𝑥𝑖 ≠ 𝑦𝑖}.

我们定义线性码 𝒞 的最小距离为

𝑑(𝒞) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

min{𝑑(x, y)|x, y ∈ 𝒞, x ≠ y} if 𝒞 ≠ {0}

+∞ if 𝒞 = {0}
.

自此,我们使用 “[𝑛, 𝑘, 𝑑; 𝑞]码”来表示一个码长为 𝑛,维数为 𝑘,最小距离为 𝑑
的 𝑞-进制线性码. 有时,在不强调域 𝔽𝑞 的情况下,我们也简写做 “[𝑛, 𝑘, 𝑑]码”,也可
能在不突出最小距离的情况下简写作 “[𝑛, 𝑘]码”.
我们定义一个 [𝑛, 𝑘, 𝑑; 𝑞]码 𝒞 中的一个码字 x = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)的重量为

𝑤(x) ∶= card{𝑖 ∈ ℤ|1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, 𝑥𝑖 ≠ 0} = 𝑑(x, 0).

研究一个码的重量的分布是编码理论中占据重要位置的问题. 我们称
min{𝑤(x)|x ∈ 𝒞, x ≠ 0}

是线性码 𝒞 的最小重量. 由线性易知, 线性码的最小重量即为它的最小距离. 的
确,注意到 𝒞 ⊂ 𝔽 𝑛

𝑞 里的元素是有限的,所以存在 x, y ∈ 𝒞 使得 𝑑(x, y) = 𝑑,也存在
z ∈ 𝒞 使得 𝑤(z) = min{𝑤(x)|x ∈ 𝒞, x ≠ 0}. 而注意到 𝑤(z) = 𝑑(z, 0) ⩾ 𝑑. 又由于 𝒞
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是一个线性子空间, x − y ∈ 𝒞,而最小距离 𝑑 = 𝑑(x, y) = 𝑑(x − y, 0) ⩾ 𝑤(z),即证明
结论.
注意到对于一个 [𝑛, 𝑘, 𝑑]线性码而言,我们最多可以准确地侦知其中有 𝑑 − 1

个错误,但只有在错误数量不多于 [
𝑑−1

2 ]的时候,我们才能准确地通过接收的结果
复原出原来的码字,因此,我们希望尽可能增大一个码的最小距离 𝑑. 然而,基于现
实生活的经济性要求,我们需要尽可能地减小码长 𝑛,扩大线性码的维数 𝑘. 这些
要求和增大最小距离背道而驰,编码理论也正是为了解决这样的困难,找到最好的
平衡位置.

线性码的构造 我们通常用矩阵来刻画一个线性码,最为直接的方式是通过生成
矩阵.
定义 3.3： 给定一个 [𝑛, 𝑘, 𝑑; 𝑞]码 𝒞,我们称一个矩阵 𝐺 ∈ 𝑀𝑘×𝑛(𝔽𝑞)是 𝒞 的生成
矩阵,如果 𝐺的行向量构成 𝒞 的一组基.

除了生成矩阵之外,我们也可以把 𝒞 当作某个矩阵的化零空间来研究. 为此,
我们先准备对偶码的概念.
定义 3.4： 给定一个 [𝑛, 𝑘, 𝑑; 𝑞]码 𝒞,我们称

𝒞⟂ ∶=
{

x = (𝑥𝑖)1⩽𝑖⩽𝑛 ∈ 𝔽 𝑛
𝑞 |

𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖 = 0 ∀y = (𝑦𝑖)1⩽𝑖⩽𝑛 ∈ 𝒞
}

为码 𝒞 的对偶码. 我们称码 𝒞 的对偶码的生成矩阵为码 𝒞 的校验矩阵,记作𝐻 .
显然,一个 [𝑛, 𝑘]码的对偶码是一个 [𝑛, 𝑛 − 𝑘]码,因此一个 [𝑛, 𝑘]码的校验矩

阵 𝐻 ∈ 𝑀(𝑛−𝑘)×𝑛(𝔽𝑞). 按照编码理论中的传统, 我们将一个码字记作一个行向量,
因此 𝑣 ∈ 𝐶 的等价条件是 𝑣𝐻𝑇 = 0.

我们来研究校验矩阵和最小距离之间的关系.
命题 3.1： 给定一个 [𝑛, 𝑘, 𝑑; 𝑞] 码 𝒞 及其校验矩阵 𝐻 . 将 𝐻 作列分划为 𝐻 =
(𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛),则有

𝑑 = min{𝑙 ∈ ℤ|1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑛, ∀{𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑙} ⊂ {1, 2, ⋯ , 𝑛} (𝑣𝑖1 , ⋯ , 𝑣𝑖𝑙 线性相关)} ,
(3.1)

即𝐻 的任意 𝑑 − 1个列向量都 𝔽𝑞-线性无关,而且存在𝐻 的 𝑑个列向量 𝔽𝑞-线性相
关.
证明： 假设 𝐻 的列向量中有 𝑙 个线性相关. 为简便起见, 不妨设 𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑙(1 ⩽
𝑙 ⩽ 𝑛)线性相关,那么存在不全为 0的 𝑘1, ⋯ , 𝑘𝑙 ∈ 𝔽𝑞 使得 𝑘1𝑣1 + ⋯ + 𝑘𝑙𝑣𝑙 = 0,即
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𝑘1𝑣𝑇
1 + ⋯ + 𝑘𝑙𝑣𝑇

𝑙 = 0,因而

(𝑘1, ⋯ , 𝑘𝑙, 0, ⋯ , 0)𝐻𝑇 = (𝑘1, ⋯ , 𝑘𝑙, 0, ⋯ , 0)

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑣𝑇
1
⋮

𝑣𝑇
𝑙
⋮

𝑣𝑇
𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 0.

这说明 (𝑘1, ⋯ , 𝑘𝑙, 0, ⋯ , 0)是一个码字. 显然,我们可以删去 𝑘1, ⋯ , 𝑘𝑙 中为 0的那
些项而不改变剩下向量的线性相关性,所以不妨设 𝑘1, ⋯ , 𝑘𝑙 都不为 0. 因此,我们
有 (𝑘1, ⋯ , 𝑘𝑙, 0, ⋯ , 0) ∈ 𝒞 且重为 𝑙,有 𝑙 ⩾ 𝑑,故 RHS (3.1) ⩾ 𝑑.

同理,假设有一个重为 𝑑 的码字 𝑐 = (𝑐𝑖)1⩽𝑖⩽𝑛 ∈ 𝒞,设 𝑐𝑖1 , ⋯ , 𝑐𝑖𝑑 ≠ 0,则由同样
的推导知道

𝑐𝑖1𝑣𝑇
𝑖1 + ⋯ + 𝑐𝑖𝑑 𝑣𝑇

𝑖𝑑 = 0,

即存在 𝑑 个𝐻 的列向量线性相关, 𝑑 ⩾ RHS (3.1). □

3.2 基于有限域上直线设计的线性码

考虑有限域 𝐾 = 𝔽𝑞 上的仿射空间 𝔸2(𝐾)上的所有 𝑞2 个点形成的集合 𝒥 ,并
将其按一定顺序编号为 𝒥 = {𝐽1, ⋯ , 𝐽𝑞2}. 考虑 𝔸2(𝐾)上的所有直线形成的集合
ℐ,易知 cardℐ = 𝑞2 + 𝑞,并将其也按一定的顺序编号为 ℐ = {𝐼1, ⋯ , 𝐼𝑞2+𝑞}. 我们定
义由 𝔽𝑞 上的直线和点形成的关联矩阵 (incidence matrix)ℌ𝑞 ∈ 𝑀(𝑞2+𝑞)×𝑞2 (𝔽2)为:

ℌ𝑞(𝑖, 𝑗) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 if 𝐽𝑗 ∈ 𝐼𝑖

0 if 𝐽𝑗 ∉ 𝐼𝑖
.

记 ℭ𝑞 是由 ℌ𝑞 作为校验矩阵给出的线性码.
[7]详细研究了这类矩阵的性质. 但同时,我们注意到基于特征为 2的有限域

𝔽2𝑠(𝑠 ∈ ℕ)设计的码和基于二符号位的 Reed-Solomon码构造的低密度奇偶校验码
(RS-LDPC)是等价的 [13]. 而 [14]给出了一个清楚的如何将 RS-LDPC的校验矩
阵转化成分块循环阵,并由此计算其秩的方案. 结合这两份资料,我们陈述一个命
题. 我们用 𝜌 (ℌ𝑞)来表示矩阵 ℌ𝑞 作为 𝔽2上矩阵的秩.
命题 3.2： 设 𝑠 ∈ ℕ是一个正整数,矩阵 ℌ2𝑠 是由有限域 𝔽2𝑠 的仿射平面 𝔸2 (𝔽2𝑠)
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上的点和直线族基于以上方案给出的𝑀(𝑞2+𝑞)×𝑞2 (𝔽2)中的矩阵,则它的秩是
𝜌 (ℌ2𝑠) = 3𝑠.

一个相对比较显然的推论如下.
推论 3.1： 设 𝑠是一个正整数,记ℜ2𝑠 是有限域 𝔽2𝑠 的仿射平面 𝔸2 (𝔽2𝑠)中去除原
点和 𝔸2 (𝔽2𝑠)的直线族中过原点的直线之后,按上述规则形成的关联矩阵. 注意到
ℜ2𝑠 是 ℌ2𝑠 的子矩阵. 它的秩是

𝜌 (ℜ2𝑠) = 3𝑠 − 1. (3.2)

证明： 请参考 [14]. □
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第 4章 基于有限域上椭圆曲线设计的编码
在本章中,我们将给出我们的核心课题: 基于椭圆曲线构造校验矩阵,并由此

校验矩阵构造一类线性码以研究它的性质. 具体细节请读者参考 [12]. 设 𝑝是一
个素数, 𝑠 ∈ ℕ,记 𝑞 = 𝑝𝑠. 为了区分,我们现在记 𝐾 = 𝔽𝑞 为一个有限域.

4.1 码的构造

根据节2.1.3中的讨论,我们分为三类情况讨论.
Case 1 char𝐾 > 3. 此时椭圆曲线的Weierstrass标准型是

𝐶 ∶ 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏,

一个点 𝑃 = (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶 的逆是 −𝑃 = (𝑥, −𝑦). 考虑 𝔽 2
𝑞 上的等价关系 𝑃 =

(𝑥1, 𝑦1) ∼ 𝑄 = (𝑥2, 𝑦2)如果 𝑥1 = 𝑥2, 𝑦1 = 𝑦2 或 𝑦1 = −𝑦2. 记 𝔽 2
𝑞 在这个等价

关系下的等价类的总体为𝒩 ,注意到对于任意 𝑃 ∈ 𝔽 2
𝑞 ,如果 𝑃 ∈ 𝐶, 𝑃 ∼ 𝑄,

那么 𝑄 ∈ 𝐶 . 所以对于任意 𝛽 ∈ 𝒩 , 我们称 𝛽 ∈ 𝐶 , 如果存在 𝑃 ∈ 𝛽 使得
𝑃 ∈ 𝐶 .
注意到此时椭圆曲线 𝐶 非奇异的条件是

𝛥 = −16(4𝑎3 + 27𝑏2) ≠ 0. (4.1)

记ℳ ⊂ 𝔽 2
𝑞 包含所有满足条件(4.1)的参数对 (𝑎, 𝑏),即由参数 𝑎, 𝑏决定的曲线

𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏是一条椭圆曲线.
注意到ℳ, 𝒩 都是有限集, 记𝑀 = cardℳ, 𝑁 = card𝒩 , 并将他们分别编
号作ℳ = {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑀}, 𝒩 = {𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑁},其中 𝛼𝑖(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑀)标记一个满
足(4.1)的参数对 (𝑎, 𝑏). 记由参数对 𝛼𝑖 给出的椭圆曲线为 𝐶𝑖. 则定义校验矩
阵𝐻𝑞 = (𝐻𝑞(𝑖, 𝑗))1⩽𝑖⩽𝑀,1⩽𝑗⩽𝑁 ∈ 𝑀𝑀×𝑁 (𝔽2)为:

𝐻𝑞(𝑖, 𝑗) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 if 𝛽𝑗 ∈ 𝐶𝑖

0 if 𝛽𝑗 ∉ 𝐶𝑖
.

由此校验矩阵定义一个线性码,我们记这个线性码为 𝒞𝑞.
Case 2 char𝐾 = 3. 此时椭圆曲线的Weierstrass标准型有两种

𝐶1 ∶ 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏, 𝐶2 ∶ 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏.
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但无论哪种标准型,一个点 𝑃 = (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶 的逆都是 −𝑃 = (𝑥, −𝑦). 我们这里
只考虑第一种标准型,即

𝐶 ∶ 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏.

重复上述讨论,这时只需注意椭圆曲线 𝐶 非奇异的条件由式(4.1)变为
𝛥 = 2𝑎3 ≠ 0. (4.2)

相应地,改记ℳ ⊂ 𝔽 2
𝑞 是所有满足条件(4.2)的参数对 (𝑎, 𝑏),其余定义校验矩

阵的操作与 char𝐾 > 3时的讨论完全一致.
Case 3 char𝐾 = 2. 此时椭圆曲线的Weierstrass标准型有两种

𝐶1 ∶ 𝑦2 + 𝑥𝑦 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏, 𝐶2 ∶ 𝑦2 + 𝑐𝑦 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏.

我们只考虑只带两个参数的第一种标准型,即
𝐶 ∶ 𝑦2 + 𝑥𝑦 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏.

这时椭圆曲线 𝐶 非奇异的条件是
𝛥 = 𝑏 ≠ 0. (4.3)

一个点 𝑃 = (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶 的逆变为 −𝑃 = (𝑥, 𝑥 + 𝑦). 所以根据这两个条件相应
重新定义相关的ℳ, 𝒩 ,并沿上述流程生成校验矩阵 𝐻𝑞. 但此时,我们注意
到原点 (0, 0)不在我们选取的这一族椭圆曲线中的任意一条上. 所以, 我们
删去 (0, 0)所在的等价类规定的一列.

我们统一记在 𝐾 = 𝔽𝑞 中沿以上讨论方式生成的校验矩阵为 𝐻𝑞,由 𝐻𝑞 定义的线
性码为 𝒞𝑞.

4.2 校验矩阵 𝐻𝑞 的分析

本节给出校验矩阵的一些性质,如尺寸,围长 (girth)和密度等.

4.2.1 校验矩阵的尺寸
本小节分析校验矩阵𝐻𝑞 的行数和列数.

校验矩阵的行数 我们仍旧按照 char𝐾 的不同情况来分析.
Case 1 char𝐾 > 3. 此时我们来计算满足

𝛥(𝑎, 𝑏) = −16(4𝑎3 + 27𝑏2) = 0

31



的参数对 (𝑎, 𝑏)的个数.
如果 𝑎 = 0,则 𝛥 = 0表明 𝑏 = 0.
如果 𝑎 ≠ 0,则 𝛥 = 0表明

𝑏2 = −4𝑎3

27 = 4𝑎2

9 (−𝑎
3) ,

即 −𝑎
3 是一个二次剩余. 考查映射 𝜒2 ∶ 𝔽𝑞 → 𝔽𝑞 定义为 𝜒2(𝑥) = 𝑥2. 注意到

𝔽 ∗
𝑞 是一个循环群,而且 card 𝔽 ∗

𝑞 = 𝑞 − 1 = 𝑝𝑠 − 1是偶数. 设 𝜁 ∈ 𝔽 ∗
𝑞 是 𝔽 ∗

𝑞 的生
成元,则有 1 = 𝜁𝑝𝑠−1 = (𝜁

𝑝𝑠−1
2 )

2
,而 𝜁

𝑝𝑠−1
2 ≠ 1. 所以, card ker𝜒2 = 2. 这说明

card Im𝜒2 = 1
2 card 𝔽 ∗

𝑞 = 𝑝𝑠 − 1
2 .

而对于每个 𝑎 ≠ 0且 −𝑎
3 是一个二次剩余的情况,都有 2个满足条件的 𝑏使

得 𝛥(𝑎, 𝑏) = 0,所以共有
1 + 2 × 𝑝𝑠 − 1

2 = 𝑝𝑛 = 𝑞

个参数对 (𝑎, 𝑏)使得 𝛥(𝑎, 𝑏) = 0,则
𝑀 = cardℳ = 𝑞2 − 𝑞 = 𝑞(𝑞 − 1) = 𝑝𝑠(𝑝𝑠 − 1).

Case 2 char𝐾 = 2或 char𝐾 = 3. 注意到前者只要求 𝑎 ≠ 0,后者只要求 𝑏 ≠ 0,所以
自然有

𝑀 = cardℳ = 𝑞(𝑞 − 1) = 𝑝𝑠(𝑝𝑠 − 1)

对 (𝑎, 𝑏)符合要求.
我们由此证明了校验矩阵𝐻𝑞 的行数一定是 𝑞(𝑞 − 1).

校验矩阵的列数
Case 1 char𝐾 ⩾ 3. 注意到此时等价关系都是由 (𝑥, 𝑦) ∼ (𝑥, −𝑦)给定的,因此一个等

价类 𝛼 ∈ ℳ中只含一个元素当且仅当 𝑦 = 0,而这样的等价类共有 𝑞 个,其
余等价类内每个都包含 2个点,因此我们有

𝑁 = card𝒩 = 𝑞 + 𝑞2 − 𝑞
2 = 𝑞(𝑞 + 1)

2 = 𝑝𝑠(𝑝𝑠 + 1)
2 .

Case 2 char𝐾 = 2. 我们选取的椭圆曲线族规定的等价关系是 (𝑥, 𝑦) ∼ (𝑥, 𝑥 + 𝑦),所
以一个等价类 𝛼 ∈ ℳ中只含一个元素当且仅当 𝑥 = 0. 重复以上说明并注

32



意 (0, 0)所在等价类被排除,我们即得到

𝑁 = card𝒩 = (𝑞 − 1) + 𝑞2 − 𝑞
2 = (𝑞 + 2)(𝑞 − 1)

2 = (2𝑠−1 + 1)(2𝑠 − 1).

4.2.2 校验矩阵的围长
我们给出围长 (girth)的定义,为此,我们先准备 Tanner图的概念,具体内容请

参考 [25].
定义 4.1： 设 𝒞 是一个线性码, 𝐻 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝔽2)是 𝒞 的校验矩阵. 一张无向二部分
图 (bipartite graph)𝐺被称为是 𝒞 对应的 Tanner图,如果 𝐺的邻接矩阵 (adjacency
matrix)是 𝒞 的校验矩阵𝐻 .
为了辅助说明,我们举一个具体的例子. 这是一个 “玩具车例子”(toy example).

例 4.1： 考虑矩阵𝐻 ∈ 𝑀2×4(𝔽2)

𝐻 =
[

1 1 1 0
0 1 1 1]

.

设 𝒞 是由𝐻 作为校验矩阵定义出的线性码,它对应的 Tanner图如图4.1所示.

𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4

𝑢1 𝑢2

图 4.1 线性码 𝒞 对应的 Tanner图

基于 Tanner图,我们定义一个矩阵的围长.
定义 4.2： 给定一个矩阵𝐻 ,以及对应的 Tanner图 𝐺,我们称 𝐺中最短的环路的
长度为矩阵𝐻 的围长.
注意到这一概念和图论中已有的一个图的围长的定义,即这张图中最短环路

的长度 [26]8是一致的.
例 4.2： 沿例4.1,我们来分析它所给出的矩阵𝐻 的围长. 注意到图4.1中只有一条
环路: 𝑣2 − 𝑢1 − 𝑣3 − 𝑢2 − 𝑣2,所以 𝒞 的围长是 4.
注意到一张二部分图的环的长度总是偶数. 记 𝐺 = (𝑉 , 𝐸)是一张二部分图,

设 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑉 使得 𝑉 = 𝐴 ∪ 𝐵而且每条边的端点都有一个属于 𝐴而另一个属于 𝐵.
那么,如果 𝜎 ∶ 𝑣1 − 𝑣2 − 𝑣3 − ⋯ − 𝑣𝑙 = 𝑣1是一个环路,不妨设 𝑣1 ∈ 𝐴,那么显然有
𝑣2𝑘−1 ∈ 𝐴, 𝑣2𝑘 ∈ 𝐵, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑙

2 , 𝑘 ∈ ℤ. 特别地,由 𝑣𝑙 = 𝑣1 ∈ 𝐴知 𝑙是一个奇数,由
此知 𝜎共有偶数条边. 更进一步地,我们有下面这个命题.
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命题 4.1： 一张图是一张二部分图当且仅当它的所有环路的长度是偶数.
证明： 请参考 [26]17-18. □
让我们回到对基于椭圆曲线设计的码的校验矩阵的分析.

命题 4.2： 设 𝐻𝑞 是由4.1节给出的通过 𝔽𝑞 上椭圆曲线构造的𝑀𝑀×𝑁 (𝔽2)中的矩
阵,则由它作为校验矩阵定义的线性码 𝒞𝑞 的围长大于等于 6.
证明： 一个直接的观察是由 𝐻𝑞 定义的二部分图 𝐺𝑞 中两个顶点间至多有一条
边相连, 因此 𝐻𝑞 的围长大于 2, 而命题4.1表明围长因此至少是 4, 我们只需证明
𝐺𝑞 中没有长度为 4 的环路. 注意到围长是 4 的环路对应邻接矩阵 𝐻𝑞 中形如

[
1 1
1 1]

的子矩阵, 我们只需证明 𝐻𝑞 中没有这样的子矩阵, 也即两个不同的等价

类 𝛽1, 𝛽2 ∈ 𝒩 不可能同时在两条不同的椭圆曲线上.
设 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝛽1, 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝛽2. 我们依旧分情况讨论什么样的参数对

确定的椭圆曲线同时包含这两个点.
Case 1 char𝐾 ⩾ 3. 此时我们考虑的椭圆曲线类的标准型是

𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏.

因此,同时包括 𝑃1, 𝑃2的椭圆曲线满足方程

{
𝑎𝑥1 + 𝑏 = 𝑦2

1 − 𝑥3
1

𝑎𝑥2 + 𝑏 = 𝑦2
2 − 𝑥3

2

如果 𝑥1 ≠ 𝑥2,线性方程组基本知识表明满足条件的参数对 (𝑎, 𝑏)至多只有一
个.
如果 𝑥1 = 𝑥2,注意到方程给出 𝑦2

1 = 𝑦2
2,因此 𝑦1 = 𝑦2或 𝑦1 = −𝑦2,即 𝑃1 = 𝑃2

或 𝑃1 = −𝑃2,这和 𝛽1 ≠ 𝛽2矛盾.
Case 2 char𝐾 = 2. 此时我们考虑的椭圆曲线类的标准型是

𝑦2 + 𝑥𝑦 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏.

因此,同时包括 𝑃1, 𝑃2的椭圆曲线满足方程

{
𝑎𝑥1 + 𝑏 = 𝑦2

1 + 𝑥1𝑦1 + 𝑥3
1

𝑎𝑥2 + 𝑏 = 𝑦2
2 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥3

2

如果 𝑥1 ≠ 𝑥2,满足条件的参数对 (𝑎, 𝑏)仍至多只有一个.
如果 𝑥1 = 𝑥2,方程表明 (𝑦1 +𝑦2)(𝑥1 +𝑦1 +𝑦2) = 0,得到 𝑦1 = 𝑦2或 𝑦2 = 𝑥1 +𝑦1,
即 𝑃1 = 𝑃2或 𝑃1 = −𝑃2.
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两种情形下都表明包含 𝛽1, 𝛽2的椭圆曲线至多只有一个. □

4.2.3 校验矩阵的密度
这一节来研究校验矩阵𝐻𝑞 的行重和列重.

校验矩阵的行重 注意到行重即是 𝔽𝑞 上我们关注的 𝔸2(𝐾)上椭圆曲线上所含等
价类的个数. Hasse 定理表明 𝔽𝑞 上每条椭圆曲线 𝐶(𝔽𝑞) ⊂ ℙ2(𝐾) 所含有理点的
个数 card𝐶(𝔽𝑞) 满足估计式(2.6), 因此我们只需关注这些点在哪些等价类中. 记
𝐶1 = {𝛼 ∈ ℳ| card 𝛼 = 1}, 𝐶2 = ℳ ⧵ 𝐶1. 记 𝑤𝑟(𝐻𝑞; 𝑖)(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑀)为校验矩阵 𝐻𝑞

第 𝑖行的行重,有时为突出参数,我们也记作 𝑤𝑟(𝐻𝑞; 𝑎𝑖, 𝑏𝑖),其中 (𝑎𝑖, 𝑏𝑖)是对应 𝐻𝑞

第 𝑖行的参数对. 我们有以下命题.
命题 4.3： 对于任意 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑀(𝐻𝑞)成立估计式

⎧⎪
⎨
⎪⎩

1
2(𝑝𝑠 − 1) − 𝑝

𝑠
2 ⩽ 𝑤𝑟(𝐻𝑞; 𝑖) ⩽ 1

2(𝑝𝑠 + 2) + 𝑝
𝑠
2 if 𝑞 = 𝑝𝑠, 𝑝 ≠ 2

2𝑠−1 − 2
𝑠
2 ⩽ 𝑤𝑟(𝐻𝑞; 𝑖) ⩽ 2𝑠−1 + 2

𝑠
2 if 𝑞 = 2𝑠

.

证明： 我们仍分情况来分析.
Case 1 char𝐾 ⩾ 3. 注意到此时 𝑃 = −𝑃 等价于 𝑦 = 0,而方程 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏给出

0 ⩽ card𝐶1 ⩽ 3.

而
𝑞 − 2√𝑞 ⩽ card𝐶1 + 2 card𝐶2 ⩽ 𝑞 + 2√𝑞.

注意到此时我们需要去掉 𝑂 = [0, 1, 0].联立即有
𝑞 − 1

2 − √𝑞 ⩽ card𝐶1 + card𝐶2 ⩽ 𝑞 + 2
2 + √𝑞.

Case 2 char𝐾 = 2. 注意到此时 𝑃 = −𝑃 等价于 𝑥 = 0,而方程 𝑦2 + 𝑥𝑦 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏
给出 𝑦2 = 𝑏 ≠ 0. 注意到映射 𝜒2 ∶ 𝔽 ∗

𝑞 → 𝔽 ∗
𝑞 , 其中 𝜒2(𝑥) = 𝑥2, 但 card 𝔽 ∗

𝑞 =
𝑞 − 1 = 2𝑠 − 1,所以 ker𝜒2是平凡的,而 Im𝜒2 = 𝔽 ∗

𝑞 ,所以
card𝐶1 = 1.

而
𝑞 − 2√𝑞 ⩽ card𝐶1 + 2 card𝐶2 ⩽ 𝑞 + 2√𝑞.
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联立即有
𝑞
2 − √𝑞 ⩽ card𝐶1 + card𝐶2 ⩽ 𝑞

2 + √𝑞.

□
推论 4.1： 考虑有限域 𝐾 = 𝔽𝑞,假设 𝑞 ⩾ 12,则 𝐾 上的每条椭圆曲线都至少包含
2个不同的等价类.
这只需要我们注意到 𝑞−1

2 −√𝑞 ⩾ 2的解是 𝑞 ⩾ 7+2√6 ≈ 11.90,而 𝑞
2 −√𝑞 ⩾ 2

的解是 𝑞 ⩾ 2(3 + √5) ≈ 10.47.

校验矩阵的列重 这一小节需要我们在 𝑞 ⩾ 12的条件下讨论问题. 这一假设是保
证不同的参数对 (𝑎, 𝑏)一定能给出不同的椭圆曲线. 的确,考查 (𝑎, 𝑏) ≠ (𝑎′, 𝑏′)但
(𝑎, 𝑏), (𝑎′, 𝑏′) ∈ ℳ,注意到 𝐶(𝑎, 𝑏)和 𝐶(𝑎′, 𝑏′)都分别至少包含 2个等价类,但这 2
个等价类不可能同时都在 2条不同的椭圆曲线上,否则与围长大于等于 6的条件
矛盾,即说明它们给出不同的椭圆曲线.
注意到列重即是对应等价类所在的椭圆曲线的个数. 记 𝑤𝑐(𝐻𝑞; 𝑗)(1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑁)

为校验矩阵 𝐻𝑞 第 𝑗 列的列重,有时为突出点或等价类,我们也记作 𝑤𝑟(𝐻𝑞; 𝑃 )或
𝑤𝑟(𝐻𝑞; 𝛼𝑗). 我们仍按照情况分析. 设 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝛼0 ∈ 𝒩 .

Case 1 char𝐾 > 3. 如果 𝑃0 ∈ 𝐶(𝑎, 𝑏),则有
𝑏 = 𝑦2

0 − 𝑥3
0 − 𝑎𝑥0. (4.4)

注意到共有 𝔽 2
𝑞 中 𝑞对 (𝑎, 𝑏)满足式(4.4),我们因此只需去除奇异条件下的参

数对. 注意到奇异条件是
𝛥 = 4𝑎3 + 27𝑏2 = 0.

与式(4.4)联立有
4𝑎3 + 27𝑥2

0𝑎2 + 54𝑥0(𝑥3
0 − 𝑦2

0)𝑎 + 27(𝑥3
0 − 𝑦2

0)2 = 0.

注意到此方程最多有 3个解,即最多有 3对 (𝑎, 𝑏)给出奇异的三次曲线,所以
𝑞 − 3 = 𝑝𝑠 − 3 ⩽ 𝑤𝑐(𝐻𝑞; 𝑃0) ⩽ 𝑞 = 𝑝𝑠.

Case 2 char𝐾 = 3. 同理共有 𝔽 2
𝑞 中 𝑞对 (𝑎, 𝑏)满足式(4.4),但此时奇异条件是

𝛥 = 2𝑎3 = 0.
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因此有且只有 1对给出奇异,所以
𝑤𝑐(𝐻𝑞; 𝑃0) = 𝑞 − 1 = 𝑝𝑠 − 1.

Case 3 char𝐾 = 2. 此时 𝑃0 ∈ 𝐶(𝑎, 𝑏)给出
𝑏 = 𝑦2

0 + 𝑥0𝑦0 + 𝑥3
0 + 𝑎𝑥0. (4.5)

此时仍有 𝑞对满足式(4.5). 但非奇异条件是
𝛥 = 𝑏 ≠ 0. (4.6)

如果 𝑥0 ≠ 0,式(4.6)给出

𝑎 ≠
𝑦2

0 + 𝑥0𝑦0 + 𝑥3
0

𝑥0
,

由此只排除 1对. 但如果 𝑥0 = 0, 𝑏 = 𝑦2
0 ≠ 0,由于 (0, 0)已经被排除,所以所

有符合式(4.5)的参数对 (𝑎, 𝑏)都被保留. 即有

𝑤𝑐(𝐻𝑞; 𝑥0, 𝑦0) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑞 − 1 = 2𝑠 − 1 if 𝑥0 ≠ 0

𝑞 = 2𝑠 if 𝑥0 = 0
. (4.7)

4.3 关于线性码 𝒞𝑞 的一些数值计算和猜想

以上我们陈述了一些关于校验矩阵 𝐻𝑞 已知的一些特性的分析, 下面我们来
陈述一些计算结果和猜想.

4.3.1 𝐻𝑝 的秩
设 𝑝是一个素数,考虑在 𝔽𝑝 的情况下构造的校验矩阵 𝐻𝑝. 在 𝑝 = 2时,非奇

异的条件是 𝑏 ≠ 0,共有 2个参数对符合条件: 𝛼1 = (0, 1), 𝛼2 = (1, 1), ℳ = {𝛼1, 𝛼2}.
而去除原点 (0, 0)的情况下共有 2个等价类: 𝛽1 = {(0, 1)}, 𝛽2 = {(1, 0), (1, 1)}, 𝒩 =
{𝛽1, 𝛽2}. 那么,我们得到的校验矩阵𝐻2为

𝐻2 =
[

1 1
1 0]

.

注意到𝐻2是𝑀2×2(𝔽2)上的一个满秩矩阵,即 𝜌(𝐻2) = 2.
在 𝑝 = 3时,由节4.2.1的讨论知 𝐻3 ∈ 𝑀6×6(𝔽2). 此时非奇异条件为 𝑎 ≠ 0, 𝔽 2

3
上的等价条件是 (𝑥, 𝑦) ∼ (𝑥, −𝑦). 我们规定

ℳ = {(1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2)},
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𝒩 中元素顺序是
𝛽1 = (0, 0), 𝛽2 = (0, 1), 𝛽3 = (1, 0), 𝛽4 = (1, 1), 𝛽5 = (2, 0), 𝛽6 = (2, 1).

我们由此给出𝐻3为

𝐻3 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0 0 1
0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

计算得到 𝜌(𝐻3) = 4 < 6.
表4.1给出了给定素数 𝑝 ⩽ 59时矩阵𝐻𝑝 的尺寸和秩 𝜌(𝐻𝑝)的计算结果. 我们

从中发现除 𝑝 = 3一个特例以外,每个由 𝔽𝑝 上椭圆曲线确定的校验矩阵 𝐻𝑝 都是
列满秩的. 计算程序在节B.1给出.
我们由此提出猜想:

猜想 4.1： 设 𝑝是一个不同于 3的素数,则由 𝔽𝑝上由节4.1给出的校验矩阵𝐻𝑝是
一个𝑀𝑀×𝑁 (𝔽2)上的列满秩矩阵,即

𝜌(𝐻𝑝) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

2 if 𝑝 = 2
1
2𝑝(𝑝 + 1) if 𝑝 ⩾ 5

.

从而我们知道除 𝑝 = 3的情况外, 𝐻𝑝只能定义一个平凡的线性码.
我们注意到这个猜想同时也具备一定的代数几何意义. 我们可以将有限平面

𝔸2(𝔽𝑞)中 𝑞2个点视作顶点集 𝑉 𝑞（或考虑射影平面 ℙ2(𝔽𝑞)）,由参数 (𝑎𝑖, 𝑏𝑖)给出的
椭圆曲线 𝐶(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)给定的顶点间的连接方式视作边集 𝐸𝑞(𝑎𝑖, 𝑏𝑖),这从而给定了一
张图 𝐺𝑞

𝑖 = (𝑉 𝑞, 𝐸𝑞(𝑎𝑖, 𝑏𝑖)). 设 𝔊是 𝑉 𝑞 及其子集上所有图形成的集合,我们定义两
张图 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1), 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2) ∈ 𝔊的加法为

𝐺1 + 𝐺2 = (𝑉1 ∪ 𝑉2, 𝐸1△𝐸2),

其中 𝐴△𝐵表示两个集合 𝐴, 𝐵的对称差,即 𝐴△𝐵 = (𝐴 ⧵ 𝐵) ∪ (𝐵 ⧵ 𝐴). 注意到对
于任意一张图 𝐺 ∈ 𝔊, 2𝐺 ∶= 𝐺 + 𝐺是一张空图,记作 0. 因此装备有如此结构的
𝔊是一个 𝔽2上的线性空间. 特别地,我们关心的问题是由我们给定的有限域 𝔽𝑞 上
的椭圆曲线族给出的图 {𝐺𝑞

𝑖 }1⩽𝑖⩽𝑀(𝐻𝑞) 在 𝔊中生成的线性空间的维数. 我们因此
也就能够通过研究模 (或线性空间)的方式研究有限域上的椭圆曲线结构了. 关于
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表 4.1 校验矩阵𝐻𝑝 的秩

素数 𝑝 行数𝑀 (𝐻𝑝) 列数𝑁 (𝐻𝑝) 秩 𝜌 (𝐻𝑝)

2 2 2 2

3 6 6 4

5 20 15 15

7 42 28 28

11 110 66 66

13 156 91 91

17 272 153 153

19 342 190 190

23 506 276 276

29 812 435 435

31 930 496 496

37 1332 703 703

41 1640 861 861

43 1806 946 946

47 2162 1128 1128

53 2756 1431 1431

59 3422 1770 1770

图上线性空间结构的深入讨论,请读者参考 [26]章 1.9.

4.3.2 𝒞2𝑠 的分析
我们回到通过特征为 2的域上的椭圆曲线构造的校验矩阵𝐻2𝑠 和它所定义的

线性码 𝒞2𝑠 的分析,其中 𝑠 ∈ ℕ. 我们已经计算过 𝑠 = 1的情形: 𝐻2 =
[

1 1
1 0]

. 下面

来讨论更一般的情况.

𝐻2𝑠 的维数 我们计算几则具体的例子来说明情况.
考查 𝑠 = 2的情形. 注意到 𝑥2 + 𝑥 + 1是 𝔽2[𝑥]中的一个 2次不可约多项式,因

此考虑域 𝔽2[𝑥]/(𝑥2 + 𝑥 + 1)是一个 𝔽2 上扩张次数是 2的域,即是一个包含 4个元
素的域的一种构造,记 𝛼 是 𝔽4 的生成元,则 𝔽4 = {0, 1, 𝛼, 𝛼2}. 根据节4.1中规则计
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算并重排之后得到

𝐻4 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝛯 𝛯 𝛯′

𝛯 0 𝛯
𝛯 𝐼3 0
𝛯 𝛯″ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

其中

𝛯 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0
0 0 1
1 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝛯′ =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 1
1 1 0
0 1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝛯″ =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 1
1 0 0
0 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

计算进而得到
𝜌(𝐻4) = 8.

表4.2给出了给定正整数 1 ⩽ 𝑠 ⩽ 8时矩阵 𝐻2𝑠 的尺寸和秩 𝜌(𝐻2𝑠)的计算结
果. 我们从中发现每个由 𝔽2𝑠 上椭圆曲线确定的校验矩阵𝐻2𝑠 都满足

𝜌 (𝐻2𝑠) = 3𝑠 − 1.

计算过程在节B.2中给出.

表 4.2 校验矩阵𝐻2𝑠 的秩

正整数 𝑠 行数𝑀 (𝐻2𝑠) 列数𝑁 (𝐻2𝑠) 秩 𝜌 (𝐻2𝑠)

1 2 2 2

2 12 9 8

3 56 35 26

4 240 135 80

5 992 527 242

6 4032 2079 728

7 16256 8255 2186

我们由此提出猜想:
猜想 4.2： 设 𝑠 ∈ ℕ 是一个正整数, 则由 𝔽2𝑠 上由节4.1给出的校验矩阵 𝐻2𝑠 ∈
𝑀𝑀×𝑁 (𝔽2)满足

𝜌 (𝐻2𝑠) = 3𝑠 − 1.
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我们注意到, 这一结果和式(3.2)中给出的结果完全一致. 但我们需要指出的
是,我们在节3.2中的证明方式并不能推广到对椭圆曲线定义的码的分析中来. 比
如在 𝑠 = 3的情况下, 𝐻8是不可以类似𝐻4一样转化成分块循环阵的. 我们需要设
计新的证明思路.

𝒞2𝑠 的最小距离 下面我们来讨论线性码 𝒞2𝑠 的最小距离. 我们先陈述这样一个命
题.
命题 4.4： 设 𝒞 是一个由校验矩阵 𝐻 给出的线性码,如果 𝐻 的围长大于等于 6,
则 𝒞 的最小距离满足

𝑑(𝒞) ⩾ 𝛾 + 1,

其中 𝛾 表示𝐻 的最小列重.
证明： 请参考 [27]或 [4]40. □

由𝐻𝑞的围长至少是 6的条件,注意到在特征为 2的域 𝔽2𝑠 的情况下,式(4.7)给
出此时 𝛾 = 2𝑠 − 1,我们由此可以知道 𝒞2𝑠 的最小距离至少是 2𝑠,即

𝑑 (𝒞2𝑠) ⩾ 2𝑠.

表4.3给出了给定正整数 1 ⩽ 𝑠 ⩽ 4时线性码 𝒞2𝑠 的码字长度, 维数和最小距
离. 其中带有 “(估计)”字样的数据是我们通过概率搜索算法得到的数据, 虽然这

表 4.3 线性码 𝒞2𝑠 的计算结果

正整数 𝑠 𝒞2𝑠 的码字长度 𝒞2𝑠 的维数 𝒞2𝑠 的最小距离

1 2 0 +∞
2 9 1 9

3 35 9 10

4 135 55 18(估计)

里没有进行穷尽搜索,但我们认为这一数据仍有较高的可信度. 我们在B.3节给出
计算线性码 𝒞8 最小距离的计算程序. 表4.4给出了线性码 𝒞8 的所有码重的分布情
况. 注意到这一重量谱分布关于 35

2 是对称的,这是因为全为 1的码字在 𝒞8中.
除了 𝑠 = 1, 2 这类域中元素较少的情况, 我们注意到 𝒞2𝑠 的最小距离应当是

2𝑠 + 2. 我们由此提出猜想:
猜想 4.3： 设 𝑠 ⩾ 3 是一个正整数, 则由 𝔽2𝑠 上由节4.1给出的校验矩阵 𝐻2𝑠 ∈
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表 4.4 线性码 𝒞8 的码重的分布

码重 𝑑 个数𝑊𝑑

0 1

10 24

12 12

13 30

14 54

15 24

16 27

17 84

18 84

19 27

20 24

21 54

22 30

23 12

25 24

35 1

𝑀𝑀×𝑁 (𝔽2)确定的线性码 𝒞2𝑠 的最小距离是
𝑑 (𝒞2𝑠) = 2𝑠 + 2.
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第 5章 结论
我们研究了基于有限平面上的直线族和椭圆曲线族决定的线性码. 在此基础

上,我们通过数值计算提出了关于在 𝔽𝑝, 𝔽2𝑠 的情形下椭圆曲线族决定的线性码的
维数和最小距离等的猜想. 这些猜想给出了这类码具体的代数特征, 说明了这类
线性码设计的理论和现实意义,表明此类线性码比直线族决定的线性码可能具备
更出色的特性. 此外,我们同时还给出了通过分块循环矩阵证明 𝔽2𝑠 上有限平面直
线族决定的线性码的维数的思路.
研究中主要遇到的困难包括:

1. 由于有限域上的计算较为复杂,我们对于一般特征下的有限域上相关码的研
究遇到了极大的障碍,没有获得一般情形下的结论.

2. 受计算能力所限,我们对最小距离的分析不可能进行穷尽搜索,而现下关于
此问题所得的数据极为有限,尚不具备完全的说服能力.

3. 关于校验矩阵的秩的证明无法利用我们设计的循环矩阵或直接利用直线族
上的代数几何的相关证明方式 (如 [10]). 而且基于椭圆曲线族的构造为研究
造成了极大的困难.
我们进一步的工作计划是参考 [10],利用更深入的代数几何语言来证明相关

猜想.
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附录 A 外文资料的调研阅读报告
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A.1 Elliptic Curves

Studies on elliptic curves have taken the cardinal part of number theory for centuries,
and this subject gave birth to lots of advanced topics, including Sato-Tate Conjecture and
Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture, etc. There are two traditional ways leading to
the study of elliptic curves, one from algebra, the other from analysis.

From the viewpoint of algebra, we focus on the solutions to the so-called Diophan-
tine equations, i.e., the zero locus of integer-coefficient polynomials in ℤ or ℚ. The
simplest case with merely one variable can be solved rather easily by the Rational Root
Theorem. There are more interesting phenomenon occurring for the two-variable case.
The linear case is trivial, while the conic case can be solved using projection. However,
we need more sophisticated designs on non-singular cubic curves, which are so-called
elliptic curves.

Mathematical analysts, however, developed interests in this topic from the study of
such an integral,

𝑧 =
𝑥

∫
0

1
√(1 − 𝑡2)(1 − 𝑘2𝑡2)

, (A.1)

where 0 < 𝑘 < 1. This comes from the circumference of an ellipse and the study of
vibration. Euler first noticed that even though we could not obtain an explicit formula,
some connections between different upper limits in the integral could be constructed as

𝛼

∫
0

𝑑𝑡
√𝑓(𝑡)

+
𝛽

∫
0

𝑑𝑡
√𝑓(𝑡)

=
𝛾

∫
0

𝑑𝑡
√𝑓(𝑡)

,
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where 𝑓(𝑡) = √(1 − 𝑡2)(1 − 𝑘2𝑡2), 𝛾 = 𝑔(𝛼, 𝛽) for some rational polynomial 𝑔(𝑥, 𝑦) [1].
Jacobi firstly introduced the addition law on elliptic curves [2]. Meanwhile, Abel

generalized the elliptic integral to complex numbers. He also proposed the viewpoint
of regarding 𝑥 as the implicit function of 𝑧 [3], which prepared a most useful weapon,
the invariant differential. Furthermore, Weierstrass constructed the widely-famous ℘-
function for a lattice 𝛬 ⊂ ℂ as

℘(𝑧) = ∑
𝜔∈𝛬,𝜔≠0 [

1
(𝑧 − 𝜔)2 − 1

𝜔2 ] .

He also proved that all the elliptic functions could be written as the rational function of
℘(𝑧) and ℘′(𝑧) [4].

Some significant results on elliptic curves are listed here. Poincaré finally explicitly
introduced the group structure of elliptic curves and made a conjecture on the finite-
generated property of rational points on elliptic curves [5]. Mordell proved this conjec-
ture through height function and infinite descent theorem [6], while Weil extended the
result to elliptic curves over number fields [7]. Nagell [8] and Lutz [9] proved that all
the rational torsion points are actually of integer coordinates, and gave a tight bound on
their coordinates.

Another breakthrough happened in the studies of elliptic curves over finite fields.
E. Artin conjectured in his thesis that

|#𝐶 (𝔽 𝑞) − (𝑞 + 1)| ⩽ 2√𝑞,

where 𝐶 (𝔽 𝑞) denotes an elliptic curve over the finite field 𝔽 𝑞 [10]. This gives a rather
tight upper bound of estimation. Hasse proved it [11], and a further generalization to
general algebraic curves was due to Weil [12] as follows.
Theorem A.1 (Hasse-Weil): Let 𝐶 be a non-singular irreducible curve of genus 𝑔
defined over the finite field 𝔽𝑞. Then the number of points on 𝐶 with coordinates in 𝔽𝑞 is
𝑞 + 1 + 𝜖, where 𝜖 satisfies that

|𝜖| ⩽ 2𝑔√𝑞.

Furthermore, Weil proposed a series of conjectures in [13] about the Hasse-Weil
zeta functions on general varieties, which was motivated by the studies on elliptic curves.
They were partially proved by Dwork [14] and finished by Deligne [15].

An exciting application of elliptic curves is to prove Fermat’s Last Theorem, which
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states as follows.
Theorem A.2: Let 𝑛 ⩾ 3 be an integer, and then the equation

𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛

has no integer solution.
Frey [16], Serre [17], and Ribet [18] showed the elaborate links between Fermat’s

Last Theorem and Taniyama-Shimura Conjecture, while Wiles proved the latter [19].
We thank [20-21] for providing us with hints for arranging such an chronological

order of this history and clues for references.

A.2 Elliptic Curves in Coding Theory

A large number of present scientific literature makes advantage of algebraic geom-
etry to construct new codes or determine the weight distributions, especially the theory
of families of algebraic curves over a finite field [22]. We, here, take several codes for
instance. Goppa codes are constructed from a fixed algebraic curve, and we can deter-
mine the weight distributions and frequency of Melas codes and Zetterberg cords using
elliptic curves [23-26].

A more in-depth relationship between coding theory and elliptic curves is shown
via Reed-Muller codes. Consider the space

𝑅(𝑟, 𝑚) = {(𝑓(𝑣))𝑣∈𝔽 𝑚
2

|𝑓 ∈ 𝔽2[𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑚], deg 𝑓 ⩽ 𝑟} .

Let 𝑞 = 2𝑚 for some 𝑚 ⩾ 3 as an integer and consider the space

ℛℎ =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑅 =
ℎ

∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑋2𝑖
|𝑎𝑖 ∈ 𝔽𝑞

⎫⎪
⎬
⎪⎭

(ℎ ⩽ [
𝑚
2 ]) .

Note that

𝒞ℎ = {(Tr[𝑥𝑅(𝑥)])𝑥∈𝔽𝑞 |𝑅 ∈ 𝑅ℎ}
is a sub-code of 𝑅(2, 𝑚). Let 𝔑(𝑅) be the number of rational points on the affine curve
𝑦2 + 𝑦 = 𝑥𝑅(𝑥) for 𝑅 ∈ ℛℎ, and it is obvious that

𝑤 ((Tr[𝑥𝑅(𝑥)])𝑥∈𝔽𝑞 ) = 𝑞 − 1
2𝔑(𝑅),
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which leading us to study the family of curves

𝐶𝑅 ∶ 𝑦2 + 𝑦 = 𝑥𝑅(𝑥), 𝑅 ∈ ℛℎ.

The automorphism group of algebraic curves helps solve this problem. Let

𝑊𝑅 ∶= {𝑥 ∈ 𝔽𝑞|Tr[𝑥𝑅(𝑦) + 𝑦𝑅(𝑥)] = 0 ∀𝑦 ∈ 𝐹𝑞} ,

𝑉𝑅 ∶= {𝑥 ∈ 𝑊𝑅|Tr[𝑥𝑅(𝑥)] = 0} .

We hence have the criterion as follows.
Proposition A.1: Follow the above notations, and it holds that

card𝐶𝑅(𝔽𝑞) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑞 + 1 if 𝑉𝑅 = 𝑊𝑅,

𝑞 + 1 ± √2𝑤𝑞 if 𝑉𝑅 = 𝑊𝑅,
where 𝑤 = dim𝔽2 𝑊𝑅.

Moreover, we know that in case ℎ = 1, these curves 𝐶𝑅 are super-singular curves
over 𝔽𝑞. See [27] for references.

More amazingly, it turns out coding theory can also help algebraic geometry to find
many maximal and minimal curves, which denotes the curves touching the Hasse-Weil
upper and lower bounds, respectively. Note that the formulas of numbers

𝑛ℎ
𝑤 ∶= card{𝑅 ∈ 𝑅ℎ|𝑎0 = 0, 𝑎ℎ ≠ 0, dim(𝑊𝑅) = 𝑤}

can be explicitly shown by results on sub-codes of binary Reed-Muller codes 𝑅(2, 𝑚).
Relations between these numbers are given as

∑𝑤
(2𝑤 − 1)𝑛ℎ

𝑤 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

2(𝑞 − 1)2𝑞ℎ−2 if ℎ ⩾ 2

𝑞 − 1 if ℎ = 1
.

More detailed analysis and further generalization for finite fields of general characteris-
tics can be found in [27-28].

A novel method of constructing low density parity-check codes (LDPCs) was given
in [29]. He selected some particular families of elliptic curves on finite planes of different
characteristics. In addition to this, using the inverse of elliptic curves, he partitioned the
whole finite plane and then obtained the incidence matrix. This matrix, regarded as the
parity-check matrix, hence gives a kind of linear code. Actually, such method is rather
omnipresent to construct linear codes via families of lines on finite planes. A series of
papers [30-34] studied such construction of projective planes and flat planes of arbitrary
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dimension over finite fields, while affine-plane cases were shown in [34-35].

参考文献
[1] Burt Totaro. Euler and algebraic geometry. URL https://www.math.ucla.edu/~totaro/papers/p

ublic_html/euler.pdf.

[2] Carl Gustav Jacob Jacobi. Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum. Cambridge
Library Collection - Mathematics. Cambridge University Press, 2012. doi: 10.1017/CBO978
1139344081.

[3] Niels Henrik Abel. Recherches sur les fonctions elliptiques. Acta Mathematica, 26(none):3 –
41, 1902. doi: 10.1007/BF02415484. URL https://doi.org/10.1007/BF02415484.

[4] Karl Weierstrass. Mathematische Werke: Herausgegeben unter Mitwirkung einer von der
königlich preussischen Akademie der Wissenschaften eingesetzten Commission, volume 4 of
Cambridge Library Collection - Mathematics. Cambridge University Press, 2013. doi:
10.1017/CBO9781139567893.

[5] Henri Poincaré. Sur les propriétés arithmétiques des courbes algébriques. Journal de
Mathématiques Pures et Appliquées, 7:161–234, 1901.

[6] Louis Joel Mordell. On the rational solutions of the indeterminate equations of the third and
fourth degree. Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 21:179–192, 1922.

[7] André Weil. Sur un théorème de mordell. Bulletin des Sciences Mathématiques, 54:182–191,
1930.

[8] Trygve Nagell. Solution de quelques problèmes dans la théorie arithmétique des cubiques
planes du premier genre. Skrifter Norske Videnskaps-Akademi i Oslo, 1:1–25, 1935.

[9] Élisabeth Lutz. Sur l’equation 𝑦2 = 𝑥3 −𝑎𝑥−𝑏 dans les corps 𝔭-adiques. Journal für die reine
und angewandte Mathematik, 177:238–247, 1937.

[10] Emil Artin. Quadratische Körper im Gebiete der höheren Kongruenzen. II. Math. Z., 19(1):
207–246, 1924. ISSN 0025-5874. doi: 10.1007/BF01181075. URL https://doi.org/10.1007/
BF01181075.

[11] Helmut Hasse. Zur Theorie der abstrakten elliptischen Funktionenkörper. I: Die Struktur der
Gruppe der Divisorenklassen endlicher Ordnung. J. Reine Angew. Math., 175:55–62, 1936.
ISSN 0075-4102; 1435-5345/e.

[12] André Weil. Sur les courbes algébriques et les variétés qui s’en déduisent. Actualités Scien-
tifiques et Industrielles [Current Scientific and Industrial Topics], No. 1041. Hermann et Cie.,
Paris, 1948. Publ. Inst. Math. Univ. Strasbourg 7 (1945).

57

https://www.math.ucla.edu/~totaro/papers/public_html/euler.pdf
https://www.math.ucla.edu/~totaro/papers/public_html/euler.pdf
https://doi.org/10.1007/BF02415484
https://doi.org/10.1007/BF01181075
https://doi.org/10.1007/BF01181075


[13] André Weil. Numbers of solutions of equations in finite fields. Bulletin of the American
Mathematical Society, 55(5):497 – 508, 1949. doi: bams/1183513798. URL https://doi.org/.

[14] Bernard Dwork. On the rationality of the zeta function of an algebraic variety. Amer. J. Math.,
82:631–648, 1960. ISSN 0002-9327. doi: 10.2307/2372974. URL https://doi.org/10.2307/23
72974.

[15] Pierre Deligne. La conjecture de weil. i. Amer. J. Math., 43:273–307, 1974. URL https:
//doi.org/10.1007/BF02684373.

[16] Gerhard Frey. Links between stable elliptic curves and certain Diophantine equations. Ann.
Univ. Sarav. Ser. Math., 1(1):iv+40, 1986. ISSN 0933-8268.

[17] Jean-Pierre Serre. Sur les représentations modulaires de degré 2 de Gal(Q/Q). Duke Math.
J., 54(1):179–230, 1987. ISSN 0012-7094. doi: 10.1215/S0012-7094-87-05413-5. URL
https://doi.org/10.1215/S0012-7094-87-05413-5.

[18] Kenneth Alan Ribet. On modular representations of Gal(Q/Q) arising from modular forms.
Invent. Math., 100(2):431–476, 1990. ISSN 0020-9910. doi: 10.1007/BF01231195. URL
https://doi.org/10.1007/BF01231195.

[19] Andrew Wiles. Modular elliptic curves and Fermat’s last theorem. Ann. of Math. (2), 141(3):
443–551, 1995. ISSN 0003-486X. doi: 10.2307/2118559. URL https://doi.org/10.2307/2118
559.

[20] Joseph H. Silverman and John Tate. Rational Points on Elliptic Curves. Undergraduate Texts
in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1992. ISBN 3-540-97825-9.

[21] Anthony W. Knapp. Elliptic Curves. Number 40 in Mathematical Notes. Princeton University
Press, Princeton, New Jersey, 1992.

[22] Gerard van der Geer. Codes and elliptic curves. In Effective methods in algebraic geome-
try (Castiglioncello, 1990), volume 94 of Progr. Math., pages 159–168. Birkhäuser Boston,
Boston, MA, 1991.

[23] Gilles Lachaud and Jacques Wolfmann. Sommes de Kloosterman, courbes elliptiques et codes
cycliques en caractéristique 2. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 305(20):881–883, 1987.
ISSN 0249-6291.

[24] René Schoof andMarcel van der Vlugt. Hecke operators and the weight distributions of certain
codes. J. Combin. Theory Ser. A, 57(2):163–186, 1991. ISSN 0097-3165. doi: 10.1016/0097
-3165(91)90016-A. URL https://doi.org/10.1016/0097-3165(91)90016-A.

[25] Gerard van der Geer, René Schoof, and Marcel van der Vlugt. Weight formulas for ternary
Melas codes. Math. Comp., 58(198):781–792, 1992. ISSN 0025-5718. doi: 10.2307/2153217.
URL https://doi.org/10.2307/2153217.

58

https://doi.org/
https://doi.org/10.2307/2372974
https://doi.org/10.2307/2372974
https://doi.org/10.1007/BF02684373
https://doi.org/10.1007/BF02684373
https://doi.org/10.1215/S0012-7094-87-05413-5
https://doi.org/10.1007/BF01231195
https://doi.org/10.2307/2118559
https://doi.org/10.2307/2118559
https://doi.org/10.1016/0097-3165(91)90016-A
https://doi.org/10.2307/2153217


[26] Gerard van der Geer and Marcel van der Vlugt. Artin-Schreier curves and codes. J. Algebra,
139(1):256–272, 1991. ISSN 0021-8693. doi: 10.1016/0021-8693(91)90293-H. URL https:
//doi.org/10.1016/0021-8693(91)90293-H.

[27] Gerard van der Geer and Marcel van der Vlugt. Reed-Muller codes and supersingular curves.
I. Compositio Math., 84(3):333–367, 1992. ISSN 0010-437X. URL http://www.numdam.org
/item?id=CM_1992__84_3_333_0.

[28] Gerard van der Geer and Marcel van der Vlugt. Trace codes and families of algebraic curves.
Math. Z., 209(2):307–315, 1992. ISSN 0025-5874. doi: 10.1007/BF02570836. URL https:
//doi.org/10.1007/BF02570836.

[29] Yannick Saouter. Constructions of ldpcs from elliptic curves over finite fields. IEEE Commu-
nications Letters, 21(12):2558–2561, 2017. doi: 10.1109/LCOMM.2017.2750660.

[30] Ronald Graham and JessieMacWilliams. On the number of information symbols in difference-
set cyclic codes. Bell System Technical Journal, 45(7):1057–1070, 1966.

[31] Jr. E. J. Weldon. Difference-set cyclic codes. Bell System Technical Journal, 45(7):1045–1055,
1966.

[32] K. J. C. Smith. On the rank of incidence matrices in finite geometries, 1967.

[33] J.-M. Goethals and P. Delsarte. On a class of majority-logic decodable cyclic codes. IEEE
Transactions on Information Theory, 14(2):182–188, 1968. doi: 10.1109/TIT.1968.1054126.

[34] Noboru Hamada. The rank of incidence matrix of points and d-flats in infinite geometries.
Journal of Science of the Hiroshima University. Series A-I, Mathematics, 32(2):381–396, 1968.

[35] Dieter Jungnickel andVladimir D. Tonchev. Polarities, quasi-symmetric designs, and hamada’s
conjecture. Designs, Codes and Cryptography, 51:131–140, 2009. doi: https://doi.org/10.100
7/s10623-008-9249-8.

59

https://doi.org/10.1016/0021-8693(91)90293-H
https://doi.org/10.1016/0021-8693(91)90293-H
http://www.numdam.org/item?id=CM_1992__84_3_333_0
http://www.numdam.org/item?id=CM_1992__84_3_333_0
https://doi.org/10.1007/BF02570836
https://doi.org/10.1007/BF02570836


附录 B 计算程序

B.1 计算校验矩阵 𝐻𝑝 的秩 𝜌(𝐻𝑝)的程序

我们这节给出节4.3.1中计算校验矩阵 𝐻𝑝 的秩 𝜌(𝐻𝑝)的程序, 这一程序感谢
田洋和张中弛的鼎力相助. 这是一份Matlab代码.

Listing B.1 计算 𝜌(𝐻𝑝)的Matlab程序代码
%% P
Number = [ 1 : 1 : 1 0 ] ;
i ndex = i s p r im e ( Number ) ;
Number (~ index )= [ ] ;
P=Number ;

%%定义 (X , Y )
Ce l l o fAnswe rMa t r i x = c e l l ( l eng th ( P ) , 1 ) ;
RKVector= zero s ( l eng th ( P ) , 1 ) ;
PVec to r= zero s ( l eng th ( P ) , 1 ) ;
P1Vector= zero s ( l eng th ( P ) , 1 ) ;
P2Vector= zero s ( l eng th ( P ) , 1 ) ;
P3Vector= zero s ( l eng th ( P ) , 1 ) ;
I ndexVec t o r = zero s ( l eng th ( P ) , 1 ) ;
f o r IDP=2
NeedP=P ( IDP ) ; %% 输入素数 n
di sp ( IDP )
[X,Y]=meshgrid ( [ 0 : 1 : NeedP − 1 ] , [ 0 : 1 : ( NeedP − 1 ) / 2 ] ) ; %% 定义 (X , Y )
Po i n t L o c a t i o n =[X ( : ) ,Y ( : ) ] ;

%%定义 (A , B )
[A,B]=meshgrid ( [ 0 : 1 : NeedP − 1 ] , [ 0 : 1 : NeedP − 1 ] ) ; %% 定义 (A , B )
ABPo s s i b i l i t y =[A ( : ) , B ( : ) ] ;
NeededAB = [ ] ;
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f o r ID=1: s i z e ( ABPo s s i b i l i t y , 1 )
i f ABPo s s i b i l i t y ( ID ,1 )~=0

NeededAB=[NeededAB ; ABPo s s i b i l i t y ( ID , : ) ] ;
end

end

%%计算矩阵并输出
AnswerMatr ix= zero s ( s i z e ( NeededAB , 1 ) , s i z e ( P o i n tLo c a t i o n , 1 ) ) ;
f o r ID1 =1: s i z e ( NeededAB , 1 )

NeededCurve=NeededAB ( ID1 , : ) ;
f o r ID2 =1: s i z e ( P o i n tLo c a t i o n , 1 )

Value= Po i n t L o c a t i o n ( ID2 , 1 ) ^ 3+
NeededCurve ( 1 ) ∗ P o i n t L o c a t i o n ( ID2 , 1 ) +
NeededCurve (2) − Po i n t L o c a t i o n ( ID2 , 2 ) ^ 2 ;
i f mod ( Value , NeedP )==0

AnswerMatr ix ( ID1 , ID2 )=1 ;
e l s e i f mod ( Value , NeedP )~=0

AnswerMatr ix ( ID1 , ID2 )=0 ;
end

end
end
Ce l l o fAnswe rMa t r i x {IDP ,1}= AnswerMatr ix ;
SAVector=sum ( AnswerMatr ix ) ;
PVec to r ( IDP )= l eng th ( f i nd ( SAVector==NeedP ) ) ;
P1Vector ( IDP )= l eng th ( f i nd ( SAVector==NeedP − 1 ) ) ;
P2Vector ( IDP )= l eng th ( f i nd ( SAVector==NeedP − 2 ) ) ;
P3Vector ( IDP )= l eng th ( f i nd ( SAVector==NeedP − 3 ) ) ;
RKVector ( IDP ) = g f r a nk ( AnswerMatr ix , 2 ) ;
i f RKVector ( IDP )== s i z e ( AnswerMatr ix , 2 )

I ndexVec t o r ( IDP )=1 ;
end
end
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f i g u r e ( ’ Co lo r ’ , [ 1 , 1 , 1 ] ) ;
hold on ;
p l o t ( PVector , ’ LineWidth ’ , 3 ) ;
p l o t ( P1Vector , ’ LineWidth ’ , 3 ) ;
p l o t ( P2Vector , ’ LineWidth ’ , 3 ) ;
p l o t ( P3Vector , ’ LineWidth ’ , 3 ) ;
hold o f f

B.2 计算校验矩阵 𝐻2𝑠 的秩 𝜌(𝐻2𝑠)的程序

我们这节给出节4.3.2中计算校验矩阵𝐻2𝑠 的秩 𝜌(𝐻2𝑠)的程序,这一程序感谢
刘海洋和田洋的鼎力相助. 这是一份Matlab代码.

Listing B.2 计算 𝜌(𝐻2𝑠)的Matlab程序代码
Nvec to r =2 : 12 ;

RankH= zero s ( 1 , l eng th ( Nvec to r ) ) ;
HCel l= c e l l ( l eng th ( Nvec to r ) , 1 ) ;
f o r ID=4:6

n = Nvec to r ( ID ) ;
a l p h a = gf ( 2 , n ) ; % pm o f F_16
% S t ep 1 : form a comp l e t e H
q = 2^n ;
H = [ ] ;
GF0=gf ( 0 , n ) ;
f o r A = 0 : q−1

GFA=gf (A, n ) ;
f o r B = 0 : q−1

GFB=gf (B , n ) ;
f o r C = 1 : q−1

GFC=gf (C , n ) ;
t i c ;
di sp ( [ q−1−A, q−1−B , q−1−C ] )
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HRaw = zero s ( 1 , q ^ 2 ) ;
f o r X = 0 : q−1

GFX=gf (X, n ) ;
f o r Y = 0 : q−1

GFY=gf (Y, n ) ;
sY = GFY ∗ GFY;
CY = GFC ∗ GFY;
cX = GFX ∗ GFX ∗ GFX;
AX = GFA ∗ GFX;
sM = sY + CY + cX + AX + GFB;
i f sM == GF0

HRaw(X∗q+Y+1) = 1 ;
end

end
end
H = [H;HRaw ] ;

end
toc ;

end
end
% save H_F8 . mat H;
RankH ( ID )= g f r a nk (H , 2 ) ;
HCel l {ID ,1}=H;

end

B.3 计算线性码 𝒞8 的最小距离的程序

我们这节给出节4.3.2中计算线性码 𝒞8的最小距离的程序,这一程序感谢刘海
洋的无私付出. 这是一份Matlab代码.

Listing B.3 计算 𝒞(𝐻8)最小距离的Matlab程序代码
c l e a r a l l ;

load H_F8 . mat ;
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H2 = H( 1 : 5 , : ) ;
H3 = H( 1 1 : 1 6 , : ) ;
H4 = H( 2 0 : 3 0 , : ) ;
H5 = H( 4 2 : 4 4 , : ) ;
H6 = H( 5 6 , : ) ;
HH = [H2 ;H3 ;H4 ;H5 ;H6 ] ;
% g f r a n k (HH)
% rv = randperm ( 3 5 ) ;
load rv . mat ;
H_new = [ ] ;
f o r i = 1 :35

H_new = [H_new ,HH( : , rv ( i ) ) ] ;
end
g f r a nk (H_new )
f o r i = 1 :26

%i
i f H_new ( i , i ) == 0

f l a g = 0 ;
f o r k = i +1:26

i f H_new ( k , i ) == 1
h_tmp = H_new ( k , : ) ;
H_new ( k , : ) = H_new ( i , : ) ;
H_new ( i , : ) = h_tmp ;
f l a g = 1 ;

end
i f f l a g == 1

break ;
end

end
end
for j = 1 :26

i f j ~= i

64



i f H_new ( j , i ) == 1
H_new ( j , : ) = mod (H_new ( j , : ) + H_new ( i , : ) , 2 ) ;

end
end

end
end
P = H_new ( : , 2 7 : 3 5 ) ;
G = [P ’ , eye ( 9 ) ] ;
cw_se t = [ ] ;
p c _ s e t = [ ] ;
f o r i i = 1 :511

i i
ms = d e c i 2 b i n ( i i , 9 ) ;
cw = mod (ms∗G, 2 ) ;
% 反向 check
c_tmp = zero s ( 1 , 3 5 ) ;
f o r k = 1 :35

c_tmp ( rv ( k ) ) = cw ( k ) ;
end
pp = sum (mod (H∗c_tmp ’ , 2 ) ) ;
p c _ s e t = [ pc_ se t , pp ] ;
cw_se t = [ cw_se t ; cw ] ;

end
s s = sum ( cw_set ’ )
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